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XXVIII. Olympiade Junger Mathematiker

der Deutschen Demokratischen Republik
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 10 - 1, Tag =

Achtungz Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, missen alle
verwendeten Aussagen prézise formuliert und bewiesen
werden, Der Ldsungsweg (einachlie&lich Nebenrechnungen,
Konstruktionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar \
sein, Die Gedankengénge und Schlisse sind in logisch
und grammatisch einwandfreien S&étzen darzulegen.

281031

Fir jede natiirliche Zahl n werde ihre Zifferndarstellung mit der
Basis 2 (Darstellung als Dualzahl), ferner ihre Zifferndarstel=-

lung mit der Basis 3 usw. ..., schlieBlich ihre Zifferndarstel-

lung mit der Basis 10 (Darstellung als Dezimalzahl) betrachtet.

Wenn es natlirliche Zahlen n > 1 gibt, bei denen in jeder dieser
Zifferndarstellungen (mit den Basen 2, 3, 4, ..., 10) die letzte
Ziffer (Einerziffer) eine 1 ist, so ermittle man die kleinste
derartige natiirliche Zahl n. g

281032
Ermitteln Sie alle diejenigen Paare (f; g) von Funktionen f und g,
die far alle reellen Zahlen definiert sind und die folgenden
Bedingungen (1) bis (4) erfillen!
(1) f ist eine quadratische Funktion, in deren Darstellung
y = f(x) der bei x% stehende Koeffizient 1 betragt.
(2) Far alle reellen x gilt f(x+1) = g(x).
(3) f hat genau eine reelle Nullstelle.
(4) Es gilt g(5) = 4.
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(verkleinerter MaBstab)

Hinweis: Die gesuchte Men
chénstlucken auf den einze

i

Es sei ABCDEFGH ein Wirfel der Kanten-
lange 6 cm, Auf der Seitenflache ABFE
sei P der jenige Punkt, der von EF den
Abstand 1 cm und von BF den Abstand

2 cm hat (siehe Abb, A 281033).
Ermitteln Sie die Menge M aller der-
jenigen Punkte auf der Oberfléache des
warfels, die von P aus erreichbar sind,
jeweils léngs eines auf der Oberflache
verlaufenden Weges, der hdchstens die
Lénge 4 cm hat!

e M ist als Vereinigungsmenge von Flé=-
nen Seitenflachen des Wirfels nachzu-

weisen. Jedes dieser Fléchenstiicke ist durch Angabe seiner Rand-
kurve zu beschreiben; die Beschreibung ist so anzulegen, daB sie
die Mdglichkeit einer konstruktiven Gewinnung der einzelnen Teile
solcher Randkurven vermittelt.
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XXVIII. Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik
3., Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 10 - 2, Tag -

281034
Ermitteln Sie alle diejenigen Paare (a; b) reeller Zahlen, die
die folgende Gleichung (1) erfillen!

a>-b>-8a24+b24+a-bs=o ] (1)

281035

Gegeben seien die Streckenléngen r = 5 cm, s = 16,8 cm und die
WinkelgrdBe ; = 50°. Gesucht sind Dreiecke ABC, die den folgenden
Bedingungen geniigens

(1) Der Umkreis des Dreiecks ABC hat den Radius r.

(2) Die Seitenlangen ¢ = AB und a = BC haben die Summe ¢ + a = s,
(3) Der Winkel + ACB hat die GrdSe ¢ .

I. Beweisen Sie, daB jedes Dreieck ABC, das die Bedingungen (1),
(2)s (3) erfdllt, aus den gegebenen r, s, v konstruiert werden
kann!

II. Beschreiben Sie eine solche Konstruktion!

III. Beweisen Sie, daB jedes Dreieck, das nach Ihrer Beschreibung
konstruiert wird, den Bedingungen (1), (2), (3) genigt!

IV. Untersuchen Sie, ob es bis auf Kongruenz genau ein Dreieck
oder bis auf Kongruenz genau eine andere Zahl von Dreiecken der
verlangten Art gibt, und ermitteln Sie im letztgenannten Fall
diese Zahl!

281036

Beweisen Sie die folgende Aussagel

Fir jede natirliche Zahl n 2 1 gibt es eine (n+2)-stellige natiir-
liche Zahl, die mit genau n Ziffern 3, genau. einer Ziffer 4 und
genau einer Ziffer 6 in geeigneter Reihenfolge geschrieben wird
und durch 7 teilbar ist.

Hinweis: Die Verwendung eines - nicht programmierbaren - Taschen-
rechners ist gestattet.
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XXVIII. Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik
3., Stufe (Bezirksolympiade)

Lésungen und Punktbewsrtung
Olympiadeklasse 10 -1, Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Ldésungen fir die
1, Stufe gelten auch fur die 3., Stufe,

281031) Losung: 6 Punkte

Die Zifferndarstellung einer natiirlichen Zahl n bei Zugrundele-
gung der Basis b hat genau dann als letzte Ziffer eine 1, wenn n
bei Division durch b den Rest 1 l&Bt. Das trifft genau dann zu,
wenn n-1 durch b teilbar ist. Also enthalt die Menge, in der (wenn
sie nicht leer .ist) die kleinste Zahl zu ermitteln ist, genau
diejenigen natlrlichen Zahlen n > 1, fir die n<1 durch jede der
Zahlen 2, 3, 4, ..., 10 teilbar ist., Diese Teilbarkeitsbedingun-
gen werden genau dann erfidllt, wenn n-1 durch das k.g.V. der Zah-
len 2, 3, 4, ¢es, 10, d. h, durch die Zahl 5 ¢ 7 ¢« 8 ¢« 9 = 2520
teilbar ist,

Die kleinste natirliche Zahl n > 1, fir die das zutrifft, ist

die Zahl n = 2521,

281032) Ldsung: 6 Punkte

I. Wenn ein Paar (f; g) von Funktionen die Bedingungen der Auf=-
gabe erfullt, so folgt:
Nach (1) gibt es reelle Zahlen p und q mit

f(x) = x% + px + q (5)
far elle x. Aus (2) folgt dann fir alle x

g(x) = (x+1)2 + p(x+1) + q, (6)

g(x) = %2 (p+*2)x + p + q + 1, (7)

Aus (3) folgt, daR in der Lésungsformel

2
x32°-% */ B - q (fur die quadratische Gleichung
2

X® + px + q = 0) der Radikand O ist, ‘also
p2 - 43 = 0 (8)
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gilt., Aus (6) und (4) folgt 5% 4 6p + q = 4, also

q= - 6p - 32, (9)
Setzt man dies in (8) ein, so erhdlt man

p2 + 24p + 128 = O;

also ist p eine der Zahlen
Py,p = - 12 2 V144 - 128,

do ho p1 8 - 8; P2 = = 16, ) (10)

Nach (9) gehéren hierzu als Werte von q
q = 16; 9 = 64, (11)

Nach (5) und (7) ist somit (f; g) eines der Paare (fl’ g1).
(fZ; 92) von Funktionen, die fir alle x durch

f,(x) = x% = 8x +116, g (x) = x% - 6x + 9 (12)

fo(x) = x2 = 16x + 64, gy(x) = xZ - 14x + 49 (13)
definiert sind.

II. Diese Paare erfillen (1) und, wie sich bereits bei der Ermitt-
lung der g; in (12), (13) ergab, auch (2). Ferner bestatigt man
(3), entweder indem man (8) fir (10) und (11) oder direkt 4 bzw. 8
als einzige Nullstelle von f1 bzw, f2 nachweist. SchlieBlich
bestdtigt man mit 91(5) = 25 - 30 + 9 = 4 und 92(5) =25 - 70 +

+ 49 = 4 auch (4).

Damit ist bewlesen, daB genau die in (12) und (13) angegebenen
Paare den Bedingungen der Aufgabe geniigen.

. 281033) Lésung: 8 Punkte

Zur Angabe von Flachensticken in einer Seitenfldche f des Wirfels
(oder einer Bildflache f hiervon) bezeichne stets XYZ das Fla-
chenstiick mit derjenigen Randkurve, die aus dem in f enthaltenen
Bogen XY eines zuvor angegebenen Kreises und den Strecken YZ, ZX
besteht. Entsprechend sei die Bezeichnungsweise §V1§22 verwen=
det.

Die gesuchte Menge M laBt sich in folgenden Schritten ermitteln
(siehe Abb., L 281033):

(0) In der Flache ABFE sind (mindestens) alle diejenigen Punkte
auf die geforderte Weise erreichbar, die der Kreisflache K um P
mit dem Radius r = 4 cm angehéren. Die Kreislinie k um P mit r

2
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schneidet EF in einem Punkt S und BF in einem Punkt T. Die Punkte
in ABFE, die der Kreisfléche K angehéren, bilden dann das Flichen-
stiick Mo = TSF.

(1) Durch Oberqueren der Strecke EF sind in der Fléche EFGH alle
Punkte eines Flachenstiickes M, erreichbar, das folgendermaBen
erhalten werden kann: Man drehe die Fliache EFGH um EF in die

durch A, B, F, E gehende Ebene e in die Lage EFG°'H®' auBerhalb
ABFE., Dann schneidet k die Strecke FG*' in einem Punkt U', Die
Punkte in EFG'H®, die der Kreisflache K angehdren, bilden das
Flachenstiick My = §U'F. Durch Zurﬁc%ﬁrehen von EFG'H' in Equ
geht U’ in einen Punkt U und damit SU’ in einen Kreisbogen SU
sowie M4 in das Flachenstiick My = SUF aber.

(2) Durch Oberqueren von BF sind in BFGC alle Punkte eines Fla-
chenstiicks Mz erreichbar, das folgendermaBen erhalten werden kann:
Man drehe BFGC um BF in die Ebene e in die Lage BFG"C" auBerhalb
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ABFE. Dann schneidet k die Strecke FG" in einem Punkt V", Durch
Zurickdrehen von BFG"C"” in BFGC geht das Fléchenstﬁck/ME - TV°F
aller in BFG"C" zu K gehdrenden Punkte Gber in My = TVF.
(3) Durch Oberqueren erst von EF und dann von FG sind in BFGC
auch alle Punkte eines Flachenstiicks Mg erreichbar, das folgen-
dermaBen erhalten werden kann: Man drehe BFGC erst um FG in die
Ebene durch E, F, G, H in die Lage auBerhalb EFGH und wende dann
die in (1) genannte Drehung um EF an, Dadurch kommt BFGC in die
Lage B'FG'C' auBerhalb EFG'H'. Der Kreis k schneidet FB' in einem
Punkt W' (der wegen B* = G” mit dem schon in (2) genannten Punkt
V" zusammenfallt). Die,gynkte in B'FG‘'C’, die K angehdren, bilden
das Flachenstick Mi -’y'W'F. Durch Zurickdrehen von B'FG°C’' in

- BFGC geht Mz in My = UWF tber,

(4) Man kann aber auch B'FG'C" durch eine in der Ebene e ausge-~
fuhrte Drehung um F in die Lage BFG"C" bringen. Dabei gehen U‘,
W' in Punkte U’; w* Gber. Dies sind die Schnittpunkte von FG"
bzw. FB mit demjenigen Kreis k*, der bei der genannten Drehung
aus k entsteht. Sein Mittelpunkt R” entsteht bei dieser Drehung
aus P, sein Radieg\ist r. Das Flachenstiick Mi geht bei dieser
Drehung in M;" = U*W®F dber.

(5) Aus (2), (3), (4) folgt: In BFGC sind alle Punkte der Ver-
einigungsmenge M, = M, U M; auf die geforderte Weise erreichbar.
Da die Kreise k und k* in BFG"C" genau einen Schnittpunkt %
haben, ergibt sich eine ‘Vereinigungsmenge MAf- M5|4M3 = TX*U'F.
Geht bei dem Zuriickdrehen von BFG"C® in BFGC der Punkt X" in X
iiber, so geht M; in M, = TXUF aber.

(6) Durch Oberqueren erst von EF, dann von FG und dann von BF
sind in ABFE keine neuen Punkte mehr erreichbar. Dies ist daraus
ersichtlich, daB die Menge T°W'F aller in ABFE zur Kreisflache
K* um P* mit r gehdrenden Punkte bereits in Mg liegt. Ebenso
folgt: Durch Oberqueren erst von BF, dann von FG sind in EFGH
keine neuen Punkte mehr erreichbar; denn man kann EFG°H® durch
die in (5) genannte chpung in die Lage E"FG"H" bringen; dabei
geht M; in die Menge S*U'F aller in E"FG"H" zu K™ gehérenden
Punkte Gber, auch in ihr liegen bereits alle in E"FG"H" zu K
gehérenden Punkte (die wegen G"FE"H" = B'FG'C® das schon in (3)
genannte Flachenstick Mé bilden). Damit ist auch gezeigt, daB
durch weiter fortgesetztes Oberqueren von Kanten keine neuen
Punkte mehr erreichbar sind.

4
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Die gesuchte Menge ist also die Vereinigungsmenge der in (0), (1)
" und (5) durch Angabe ihrer Randkurven und deren konstruktiver
Gewinnung beschriebenen Fléchenstiicke Moo My und Mye

. Bemerkung zur Korrektur: \
Bie UEergegungen zur Gewinnung der Flachenstiicke Mg, My, M, sowie

zum Vollsténdigkeitsnachweis (6) dirfen in der Darstellung nicht
fshlen; jedoch kann statt einer weitgehend auf verbale Definitionen
gestiitzten Ldsungsdarstellung auch ein Vorgehen mit stérkeren Ver-
weisen auf Abbildungen akzeptiert werden.
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XXVIII., Olympiade Junger Mathematiker
" der Deutschen Demokratischen Republik
3. Stufe (Bezirksolympiade)

Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 10 - 2, Tag =

281034) Ldsung: 6 Punkte

Fir alle reellen Zahlen a, b gilt
a3-b3-a2+b%4a-b = (a-b)-(az+ab+b245-b+1)

= (a-b)+3((a+b)%+(a-1)24(b-1)?) (2)

und (a+b)? + (a-1)2 + (b-1)2 2 0, (3)
Es gilt sogar stets

(a+b)? + (a-1)2 &+ (b-1)2 > 0; (4)

denn wenn in (3) das Gleichheitszeichen gelten wirde, so miBten
die drei Gleichungen a +b =0, a =1 =0, b -1 = 0 gelten,
die jedoch einen Widerspruch bilden.

Aus (2) und (4) folgt: Die Gleichung (1) wird genau von allen
denjenigen Paaren (a; b) erfallt, fir die a = b gilt,

.

281035) Losungs 7 Punkte

I. Wenn ein Dreieck ABC die genannten Bedingungen erfiillt, so
folgt:
Far denbnittelpunkt M des Umkreises gilt nach (1)
MA = MB = r
sowie nach (3) und dem Zentriwinkel-Peripheriewinkel-Satz
A = 2¢e
Der Punkt C liegt einerseits auf dem Umkreis ki' andererseits
auf dem Kreis k, um B mit dem Radius a; dabei gilt nach (2)
a=g - AB, ’
Damit ist bewiesen, daB jedes Dreieck, das (1), (2), (3) erfﬁllt.
nach folgender Beschreibung konstruiert werden kann (siehe
Abb, L 281035): j
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Abb, L 281035
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2 s R

1. Man konstruiert einen Winkel der GrdéBe 2 ; ; sein Scheitel
seli M,

2. Man konstruiert den Kreis k1 um M mit r, er schneidet die
Schenkel des in 1, konstruierten Winkels in A bzw, B,

3. Man konstruiert die Linge a = 8 ~ AB (2Z. B. indem man den Kreis
um A mit s konstruiert, ihn mit dem von A aus durch B gehenden
Strahl zum Schnitt D bringt und damit a = BD erhalt).

4, Man konstruiert den Kreis kz um B mit a. Er schneidet1 den
Kreis k1 in zwei Punkten ) 62: jeder von ihnen kann als End-
punkt C in einem damit konstruierten Dreieck ABC genommen wer-
den,

III. Beweis, daB jedes so konstruierte Dreieck ABC den Bedingun-
gen (1), (2), (3) genigt: Nach Konstruktionsschritt 2, und 4,
liegen A, B und sowohl C, als auch c, auf einem Kreis mit dem
Radius r, also ist (1) erfillt. Nach Konstruktionsschritt 3, und
4. gilt (wieder sowohl fir C = C, als auch fur C = C,) BC = s - A5,
also AB + BC = s; d. h., (2) ist erfillt. Nach Konstruktions=-
schritt 1., 2. und 4, und dem Zentriwinkel-Peripheriewinkei-Satz
gilt auch <FACB = % SAME = ¢ , also (3).

1 Dies kann entweder der durchgefiihrten Konstruktion (Abb,
L 281035) entnommen oder aber z. B. mit Hilfe des Satzes bewie-
sen werden, daB zwei Kreise ki' k2 mit Mittelpunkten Ml' Mz«und'

Radien Fqe Tp sich genau dann in zwei Punkten schneiden, wenn
|r1-r2I <M4M; < ry+r, gilt, Hier ist namlich M, = M, M, = B,
also MM, = r = 5 cm sowie r, = r = 5 cm und r, = s = AB, Nun
gilt einerseits AB < AM + MB = 10 ‘cm, also r, = 6,8 cm; anderer-
seits zeigt ein Vergleich von ~ AMB mit einem gleichschenklig-
rechtwinkligen Dreieck der Kathetenlidnge r, daB AB > r\/ 2 =
=\/50 cm > 7 cm, also r, < 9,8 cm gilt. Somit ist wegen

|r1-r2| a2 o T 4,8 cm < M1M2 <.11,8 cm < ry+ry der genannte
Satz anwendbar,
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IV, Die Konstruktionsschritte 1., 2., 3. sind bis auf Kongruenz
eindeutig ausfihrbar. Konstruktionsschritt 4., fihrt, wie oben
bemerkt, auf zwei Dreiecke ABC,, ABC,. Fur sie g:l.lt1

?Aa—ci # <T‘Aa_c‘5. also sind AABC, und AABC, nicht zueinander
kongruent. Damit ist bewiesen:

Es gibt bis auf Kongruenz genau zwei Dreiecke der verlangten Art.

281036) Ldsung: 7 Punkte
Firn =1, 2, «es, 6 erfiillen z, B, die Zahlen
364 = 52 ¢ 7,
3346 = 478 ¢ 7,

34363 = 4909 7,
333634 = 47662 * 7,
3333463 = 476209 ° 7,
33333643 = 4761949 - 7
die geforderten Bedingungen,
Da ferner 333333 = 47619 ¢ 7 durch 7 teilbar ist, ergibt sich
jeweils aus einer Zahl, die fir ein n die Bedingungen erfillt,
durch Davorsetzen von sechs Ziffern 3 eine Zahl, die die Bedin=-
gungen far n + 6 statt n erfillt,
Damit ist bewiesen, daB fir jedes natiirliche n a 1 eine Zahl
existiert, die die geforderten Bedingungen erfillt, w.Z.b.w.

Bemerkungen:
T. Als Taschenrechner-Ergebnisse sind natirlich nur endlich viele
Zahlenwerte (auf die ein Beweistext zuruckgreifti méglich; ein
Nachweis fir alle n & 1 erfordert also grundsatz ich noch andere
(theoretische) Hilfsmittel,
2. Ein relativ praktikables Probierverfahren mit dem SR 1 besteht
z, B, darin, unter Nutzung der Wiederholungsautomatik durch stén-
diges Addieren von 7 (aus geeigneten Anfangszahlen wie etwa 343
bzw. 33341, ..., bzw. 33333342) vielfache von 7 herzustellen und
sofort mit Blick=-Kontrolle auf das Vorkommen von Ziffern 3, 4, 6
zu prafen, iSucht man hierzu als eine der Anfangszahlen die groBte
durch 7 teilbare Zahl unter 33333346, so kann man bei dieser
ﬁele§enheit auch gleich die Teilbarkeit von 333333 durch 7 bemer-
en,

1 Dies kann entweder der durchgefihrten Konstruktion entnommen
oder aber z, B. mit Hilfe des Satzes bewiesen werden, daB die
Verbindungsgerade der Kreismittelpunkte M, B die Schnittsehne

c,Cy halbiert. Danach (und weil A nicht auf dieser Verbindungs-

geraden liegt) ist namlich einer der beiden Winkel ﬁ:ABC
<X ABC, grdBer, der andere kleiner als <CABM,
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3. Fir n = 6 erfillen auBer den obengenannten Zahlen auch genau
die Zahlen

6433,
46333, 63343,
336343, 343336, 363433, 433363, 634333,
3364333, 3433633, 3633343, 4333336, 6333334,
33334336, 33436333, 33633334, 34633333, 36334333, 43333633

die Bedingungen,

(Mit einem - in der Klausur nicht zugelassenen - programmierbare
Reﬁhger sind die Zahlen z. B. durch folgendes BASIC-Programm zu
erhalten:

1 DIM A (8): FOR N=1 TO 6: FOR I=1 TO N+2: A(I) = 4

FOR J=1 TO N+2: IF J=I THEN 7

A(J) = 63 FOR K=1 TO N+2: IF K=I OR K=J THEN 5

A (K)= 3 :

NEXT K: F=,1: Zag: FOR K=1 TO N+2: F= 1@# F; ZaZ+F*A(K)

Next K: Qm=z/7: IF Int (Q) = Q THEN Print 2;

Next J, I, N \

NO U AN
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