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3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 7 = = 1, Tag -

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, missen alle
verwendeten Aussagen prézise formuliert und bewiocsen
werden. Der L3sungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen,
Konstruktionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar
eein, Die Gedankengsnge und Schlisse sind in logisch
und jrammatisch einwandfreien Satzen darzulegen.

280731 S

Das Volumen eines Wirfels w,; ist achtmal so groB wie das Volumen

eines ﬂnrfelo\wz. Wire das Volumen von w, ua gensu 9 c13 kleinor.

80 wiire es gleich sinem Zwblftel des Volumens von W

Ermittle aus diesen Angaben die Kantenlangen ay und 8y der beiden

warfel wg und‘-zl,

280732 ' /
In einer Fabrik zur Herstellung von alkoholhaltigen Essenzen soll
aus einem Restbestand von 300 kg 32prozentigem Alkohol durch
Zugabe von 90prozentigem Alkohol ein neuer Bestand von 40prozan-
tigem Alkohol hergestellt werden.
Eraittle diejenige Menge 90prozentigen Alkohols, mit der das
erreicht wirdl

280733

- Gegeben seli ein beliebiges apitzrinkligeo Dreieck ABC, Gesucht
ist eine Gerade g, die die folgenden Bedingungen erfOllt:

(1) Die Gerade g ist parallel zu AB, eie schneidet die Seite AC
in einem Punkt D und die Seite BC in einem Punkt E,

(2) For diese Punkte gilt AU + BE = UE,

I. Zeige, daB eine Gerade g, wenn sie die Bedingungen (1) und (2)
erfillt, zu dem Dreieck konstruiert werden kannl
1I. Beschreibe eine solche Konstruktionl
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I1X, Zeige, daB eine Gerade g, wenn sie nach dieser Beschreibung
konstrulert wird, die Bedingungen (1) und (2) erfullt!

IV. Konstruiere ein beliebiges spitzwinkliges, nicht gleichschenk-
liges Dreieck ABC und zu diesem nach deiner Beschreibung auch gi
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3. Stufe (Bezirkeolympiade)
Olympiadeklasse 7. = 2, Tag =
280734

Ermittle alle diejenigen Paare (p:; q) aus zwei Primzahlen, die
die folgenden Bedingungen erfillenl

(1) Es gilt q > p + 1.

(2) Die Zahl 8 = p + q ist ebenfalls eine Primzahl.

3) Die Zahl p ¢ q » s ist durch 10 teilbar.

’

280735

Beweise, daB fiir jedes Dreieck ABC die folgende Aussage giltx
Wenn D, E, F in dieser Reihenfolge die Mittelpunkte der Seiten
BC,, CA, AB sind und wenn A*, B*, C*, D*, E', F' die FuBpunkte
der Lote von A, B, C, D, E, F auf eine Gerade g sind, die ganz
auBerhalb des Dreiecks ABC verlauft und auf keiner der verldn-

gerten Seiten BC, CA, AB senkrecht steht, dann gilt stets
+ EE’ + CC' = DD® + EE® + FF'e

. 280736

Auf einer Kreislinie seien die natGrlichen Zahleh von 1 bis 1000
der Reihe nach angeordnet. Dann wird, beginnend mit der Zshl 1,
jede finfzehnte Zahl mit einer Markierung verseshen, d, h., die
Zahlen 1, 16, 31, 46, ... usw. werden markiert, Dieses Weiter=-
zdhlen und Markieren jeder finfzehnten Zahl wird umlaufend fort-
gesetzt, d. h., beim Weiterzidhlen laBt man auf die Zshl 1000
wieder die Zahl 1 folgen. Auch Zahlen, die bereits markiert sind,
worden beim Weigerzhhlen stets mit berlicksichtigt. Erst wenn zum
weiteren Markieren nur noch Zahlen erreicht wirden, die bereits
markiert sind, wird der Vorgang beendet.

Ermittle die Anzahl aller derjenigen Zahlen auf dem Kreis, die
dann ohne Markierung geblieben sind!

;
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AXVIII. Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik
3, Stufe (Bezirksolympiade)

Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 7 -1, Tag =

Achtungs Die Bemerkungen im Vorspann zu den L&sungen tor die
i. Stufe gelten auch fir die 3. Stufe,

_ 280731) Lseung: 6 Punkte
Nach den Angaben gilt fOr die Volumina ai und ag von w, bzw, ",
a> -'853. (1)
1 "2 3
Coa !
1
ag -9 cn’ = 5 2 (2)

-Aus (2) folgt
12a3 - 108 ca’ = a3,
hieraus und aus Qi) folgt
1292 - 108 cn> = 8e3,
4a) = 108 cn’,
.a: s 27 0-3.
a, = } cme - . (3)
Daraus und aus (1) ergibt sich
ai u'8 o 27 cns.
a; = 6 cm, (4)
Mit .(3) und (4) sind die gesuchten Kantenlidngen ermittelt., :

Hinweise zur Korrekturs

am Autgabentext kann 'die Exietenz zweier Wirfel, fir die die
fmgaben zutreffen, entnommen werden. Daher ist eine Probe zu einer
_ vollstandigen Ldsung der Aufgabe nicht erforderlich,

Werden nur die Angaben (3), (4) gemacht und wird dann die Probe

du;chgefnhrt (Bestatigung vont63 =8¢ 33 und 33 . 9= 18 = g;)._
8o genigt dies noch nicht zur vollsténdigen Ldsung; denn fir eine
solche wird verlangt, daB 83), {4) aus den Angaben der Aufgaben-
stellung folgen, d. h., daB diese Angaben fiir keine anderen Werte
als (3), (4) zutreffen,

[
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280732) Logungs 7_Punkte :

Der Restbestand enthalt T&% ¢ 300 kg = 96 kg Alkohol. Fagt man
(x kg490prozentigen Algohol und danig) Tgu x kg Alkohol hinzu, so
enthalt der neue Bastand (96 + 'fb' x) kg Alkohol. Damit dies

40 Prozent der Menge (300 + x) kg des neuen Bestandes oiqd. mubd

96+1%-x-145(300‘+x) )
gelten. Daraus folgt .
96+1%-x-126+f5x.
%.x - 24,

X = 48,
Di% gesuchte Menge 90prozentigen Alkohols betrigt 48 kg.

Hinweise zur Korrektur: 5 .
Dem Aufgabentext kann entnommen werden, daB das genannte Ziel

durch genau eine Menge 90prozentigen Alkohols zu erreichen ist.
Daher ist zu einer vollstandigen Ldsung keine Probe erforderlich,

Ferner ist daher auch - als anderer Ldsungeweg - zu einer voll=-
standigen Ldsung ausreichend, die Angabe gﬁ kg 90prozentigen
-Alkohols zu machen und durch die Probe zu bestatigen, daB8 damit
die geforderte Bedingung erfGllt wird: Zu 32 . 300 kg = 96 kg
Alkohol des Restbestandes kommen -1%- * 48 kg = 43,2 kg Alkohol

hinzu, und 96 kg + 43,2 kg = 139,2 kg sind, wie gefordert, 40 Pro-
zent von 348 kg. (FUr einen solchen L3sungseweg kann die Angabe
48 kg beispielsweise durch Probieren gefunden sein.)

280733) Ldsung: ‘ 7 Punkte

I, Wenn eine Gerade g die Bedingungen (1) und (2) erfallt,.so
folgt: ) . -
Nach (2) gibt es auf der Strecke DE einen Punkt F, fiir den

BF = AD und EF = BE : (™
gilt. Aus (3) folgt nech dem Bajjsiswinkelsatz o
FUAF = FDFA und S-EBF = TEPB; (4)
wegen (1) gilt nach dem Wechselwinkelsatz )
' *FOFX = FAB und TEFS = TABF. (5)

Aus (4) und, (5) folgt: AF halbiert den Winkel <= BAC, und BF hal-
biert den winkel <= ABC, Damit und wegen (1) ist gezeigt, daB eine
Gerade g, wenn sie (1) und (2) erfillt, nach folgender Beschrei-
bung konstruiert werden kann:

2
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I1X.

1, Man konstruiert die Winkelhalbierenden von <= BAC und <= ABC und
ihren Schnittpunkt F.

2. Man konstruiert die Parallele g dur?h F zu AB,

III. Wenn eine Gerade g nach dieser Beschreibung konstruiert
wird, so folgts :

Nach Konstruktionsschritt 2. erfillt die Gerade g die Bedingung
(1)1. Nach Konstruktionsschritt 1. gilt far ihre Schnittpunkte
D, E mit AC bzw, BC ferner

SDAF = ==TAB und SEBF = <FABF; ‘ (8)
nach Konstruktionsschritt 2, und dem Wechselwinkelsatz gilt
SFAS = SOFA und TAGF = TEFE. (7

Aus (6) und (7) folgt nach der Umkehrung des Basiswinkelsatzes
- A -aDBF und BE =EF,

aleo 1st mit AD + BE = OF + EF - BE

such die Bedingung (2) erfillt.

IV. Konstruktion: siehe Abb, L 280733

Abb, L 280733 Al -

1 Eine Begriindung, daB die Gerade g, da sie durch den im Innern
des Dreiecks ABC liegenden Punkt F geht, die Seiten AC und BC
schneiden muB, wird vom Schiler nicht verlangt.

A
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XXVIII. Olympiade Junger Mathematiker
der Deytschen Demokratischen Republik
3. Stufe (Bezirksolympiade)"
Ldsungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 7 - 2, Tag =~
280734) Ldsung: 6 Punkte

I. Wenn ein Paar (p; q) von Primzahlen die Bedingungen erfillt,
- 80 folgts _
Nach (1) und (2) sind q und s Primzshlen gr&B8er als 2, also
ungerade. Da nach (3) aber p » q ¢ 8 gerade ist, muB p gerade
sein, also

p=2 : (4)
gelten. Aus (3) und (4) folgt: q ¢ s ist durch 5 teilbar. Da q
und 8 Prinzahlen sind, ist das nur naglich. wenn

q=5 oder s =5
gilt. Wegen (2) und (4) folgtehieraus

8 = 7 oder q = 3, c
Da nach (1) und (4) aber q > 3 gilt, verbleibt nur die Mbglich-

- kedt

A 8 = 7 und damit q = 5. .
Also kann nur das Paar (2; 5) die Bedingungen der Aufgabe erfillen,

II. Es erfﬂllt diese Bedingungen; denn es gilt
5>24+1,
8 = 2+ 5a 7 ist eine Primzahl, und
2 * 5 ¢ 7 ist durch 10 teilbar.

Mit I. und II. ist bewiesen, daB genau das Paar (2; 5) die Bedin-
gungen der Aufgabe erfallt,

280735) Ldsung: 4 - Z_Punkte

Nach Voraussetzung .eind B8*, CC* und DD' senkrecht zu g, also

zueinander parallel, und D ist der Mittelpunkt von BC, Da die

Gerade durch B und C auf g nicht senkrecht steht, ist die-Gerade,
in der das Lot BB* liegt, auch verschieden von der Geraden, in

" der CC' liegt. -

Also ist B'BCC’ ein Trapez, und DD* ist seine Mittellinie. Nach

dem Satz Uber die Lange der Mittellinie gilt folglich

D‘D"’-%(B’E"’+R"‘).

30 10 63-1 ' 1
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Entesprechend erhdlt man auch

E‘é‘*‘-%(&"‘wﬁ"). '
T - & (RAT « BT,

ODurch (Ausmultiplizieren der Klannern und) Addieren dieser drei
Gleichungen erhalt man die Behauptung
- DB + EE* + FF' = RAT + BB + CC',

C
D
E .
B
A4+,
. A *
A.l El F‘l c) D‘I IBI
Abb, L.280735
N N N
280736) Lésungs 7 Punkte

Im ersten Uamlauf nerden genau diejenigen der Zahlen markiert,
die bei Division durch 15 den Rest 1 lassen., Die letzte dieser
Zghlen ist 991, . ‘

Der zweite Umlauf erbringt als erste markierte Zahl die Zahl
991 + 15 = 1000 = 6; anschlieBend werden folglich im zweiten:
Umlauf geneu diejenigen der Zahlen markiert, die bei Division
durch 15 den Rest.6 lassen. Die letzte dieser Zahlen ist 996,

Entsprechend werden im dritten Umlauf markiert: zuerst die Zahl .
996 + 15 - 1000 = 11, dann alle Zahlen, die bei Division durch 15
den Rest 11 lassen, und als letzte die Zahl 986.

Eine weitere Foﬁtaotzung wirde die Zahl ‘986 + 15 -~ 1000 = 1 und

daher nur noch bereits markierte Zahlen erreichen, so daB der
Vorgang beendet ist.,

2
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Also werden genau diejenigen der Zahlen markiert, die bei Divi-
sion durch 15 einen der Reste 1, 6, 11 lassen, Das sind genau
diejenigen der Zahlen, die bei Division durch 5 den Rest 1 lassen,
"d. h. genau die Zahlen

1, 1+5#¢1 = 6, 2°541 = 11, 3541 = 16, +es, 199°5+1 = 996,
Ihre Anzahl (wie diese Aufzahlung zeigt, zu erhalten als die Anzahl
der Zahlen O, 1, 2, 3, ..., 199) betragt 200,
Also sind genau 1000 -~ 200 = 800 Zahlen ohne Markierung geblieben,
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