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Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, miissen alle ver-
wendeten Aussagen prézise formuliert und bewiesen wer-
den. Der Losungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen,
Konstruktionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein,
Die Gedankengange und Schlisse sind in logisch und gram=-
matisch. einwandfreien Satzen darzulegen.

271241

In einer Ebene sei G die Menge aller derjenigen Punkte, deren
rechtwinklige kartesische Koordinaten ganze Zahlen sind. Ferner
sei F eine Menge von 1988 verschiedenen Farben.

Man beweise: Fiur jede Verteilung von Farben, bei der jeder Punkt
aus G genau eine der Farben aus F erhilt, gibt es in G vier
gleichfarbige Punkte, die die Ecken eines Rechtecks mit achsen=~
parallelen Seiten sind.

271242
Man ermittle alle diejenigen Tripel (x,y,z) reeller Zahlen, die
das folgende Gleichungssystem (1), (2), (3) erfillen:

1+x3+9.y24+8.y+8a 1988, (1)

1+y3+9.224+8 .2z +8 = 1988, (2)

1+23+9¢x%>+8.x+8 = 1988. (3)
271243

Wieviel verschiedene Wérter (318283“‘8n-1°n) kann man insgesamt
aus den Buchstaben a, € {1,2,3,4,5) , i =1,...,n, derart bilden,
daB

laJ - aJ+1| = 1
for jJ = 1,...,n=1 gilt?
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271244

Durch ein konvexes n=Eck PyPy ees Ppy das einen Inkreis c be-

sitzt, sei eine Gerade g gelegt, die die Seite PPy in einem

Punkt M und eine Seite P\ P, (1 & k < n) in einem Punkt N schnei-

det. )

Die Gerade g sei so gelegt, daB sis sowohl den Umfang als auch

den Flacheninhalt des n-Ecks halbiert, d. h.. daB die folgenden

Bedingungen (1) und (2) gelten:

(1) Die Langen der Streckenzige MP4P, eee PN und NP 1Preo *°
*PoM sind einander gleich.

(2) Die Flacheninhalte der Vielecke MP;P, «.¢ PN und NP o 1Pra2 oo
+++P.M sind einander gleich.

Man beweiee,‘daB aus diesen Voraussetzungen stets folgt: Die Ge-

rade g geht durch den Mittelpunkt des Kreises c.

271245
Es sei (xn) die durch
Xq = 1,
X, = 1,
X, *+ 1
Xne1 = Xy 73 (n = 2.},4,..:)

définiérte Zahlenfolge; Man untersuche, ob diese Folge kanvergent
ist, und ermittle, falls das zutrifft, ihren Grenzwert.

Von den nachstehenden Aufgabeﬁ 271246A und 271246B ist genau
eine auszuwdhlen und zu lésen:

271246A .

Alfred und Bernd teilen sich n Apfel, indem der Reihe nach fur

. Jeden einzelnen Apfel durch eine Zufallsentscheidung (z. B. Wer-
fen einer Miinze) festgelegt wird, wer diesen Apfel erhalt. Ein
solcher Verteilungsvorgang heiBe fiur Alfred "ginstig" genau dann,
wenn Alfred nicht nur am Ende, sondern wahrend des gesamten Vor=-

- gangs niemals weniger Apfel in seinem Besitz hat als Bernd. o
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Als Wahrscheinlichkeit w(n) dafir, daB ein Verteilungsvorgang fir
Alfred ginstig ist, bezeichnet man den Quotienten, der sich er-
gibt, wenn die Anzahl aller fir Alfred ginstigen Verteilungsvor-
génge durch die Anzahl aller uUberhaupt méglichen Verteilungsvor=-
gédnge dividiert wird.

a) Man ermittle w(4).

b) Man ermittle w(n) fir beliebiges natiirliches n = 2,

2712468 -
Man beweise: Fur jede natirliche Zahl n = 2 und fir je n im In-
tervall 0 = x = 1 definierte Funktionen fl' fz, sees fn gibt es
reelle Zahlen 84: 8y eee, 8 MLt O = ay = 1 (1 =1, see, N),
fur die

: n

.
8y * 85 * oo * A, - zz: fi(ai) 235 - 3n
iml

gilt,
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271241)L6sungs . 7 Punkte

Es sei n = 1988, Fir jede natirliche Zahl a gilt: Da F nur n Far-
ben enthélt, gibt es unter den n+1 Punkten

(a;O), 3;1), -‘oo' (a;n)
zwei von gleicher Farbe; es seien etwa

(a;sa), (a;ta) von der Farbe fa (0 = 8, < tg = n).

Da F nur endlich viele Farben enthalt, muB eine von ihnen unter
den so definierten Farben fa (a = 0,1,2,44.) unendlich oft vor-
kommen; dies sei etwa die Farbe ¢ .

Da es ferner nur endlich viele Méglichkeiten fir ganze Zzahlen s,
t mit 0= s< t = n gibt, muB in den soeben nachgewiesenen unend-
lich vielen Punktepaaren (aisy), (a;ta) der Farbe ¢ mindestens
eine dieser Moglichkeiten fur 8,0 t,, Olwa die Moglichkeit

s, = ¢ , t, =T, zweimal (sogar unendlich oft) vorkommen, etwa
in den Punktepaaren mit a =« und mit a =} («x#f).

Das besagt: Es gibt vier Punkte

(i 0)s (xit)e (PBic)s (p;T)d‘er Farbe ¢ ;

die Existenz solcher Punkte war zu beweisen.

Bemerkung: Anstelle der Folgerung, daB eine Farbe ¢ unendlich
oft unter den fa vorkommen muB, kann man auch (mit einer Variante
des Dirichletschen Schubfachschlusses) erhalten, daB unter

n e (nzl) + 1 der Farben fa' etwa unter denen mit a = O,1,e00,

n+l

«yn * (";1), eine sein muB, die « 2) + ﬂmal vorkommt, Dann sind

unter den (";1) + 1 Punktepaaren (a;sa), (a;ta) dieser Farbe ¢

zwei mit den gleichen\sa-, t,~Werten ¢ , T.

Derartige Beweisfihrungen vermeiden den Rickgriff auf unendliche
Mengen, bendtigen aber mehr Beweismittel, im Beispiel die Anzahl-
formel (";1) fir Paare (s;t) mit O = s < t = n sowie Varianten
(in anderen Beweiswegen auch: mehrfaches Anwenden) des Schubfach-
schlusses,
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271242)L6sung: - 7 Punkte
I. Wenn ein Tripel (Xx,Y,z) reeller Zahlen die Gleichungen (1),
(2), (3) erfullt, so folgt:

(a)

(b)

(c)

Jede der Zahlen x,y,z ist kleiner als 13. .
Beweis: Aus (1) folgt ’ .

x> = 1980 - 9y? - By = 1980 - (3y + §)% + 32 s 1980 + 32

x < 13.

Entsprechend erhdlt man y < 13 und z < 13,

Keine der Zahlen x,y,z ist grdBer als 10.

Beweis: Ware x > 10, so kdnnte man aus (a) auf x2 < 132
schlieBen und damit aus (3)

< 133,

z3 = 1980 - 9x2 - 8x > 1980 - 9+13% - 8+13 = 1980 - 13.125 >0,
z >0
erhalten; andererseits folgte

z3 = 1980 - 9x% - 8x < 1980 - 9.102 - 8+10 = 1000,
z < 10. :
Daraus kénnte man wegen z >0 auf z
(2)

y> = 1980 - 922 - 8z >1980 - 9-10% - 810 = 1000,
y > 10 | ok,

erhalten, Mit x >10, y >10 ergabe sich aber

2 2

< 10° schlieBen und aus

x>+ 9y2 + 8y + 8 >1988 im Widerspruch zu (1).
Entsprechend beweist man y = 10 und z s 10.

Eine der Zahlen x,y,z ist gleich 10.

Beweis: Andernfalls widren nach (b) alle drei Zahlen x,y,z

kleiner als 10. Dann aber folgte aus (3)
x3-z3-x3+9x2+8x-1980

= (x - 10)(x% + 19x + 198).
wegen x < 10 und x2 + 19x + 198 = (x + -129-)2 - -:-"%-4- + 198

z - 38L 4+ 108 >0 folgte

x3 - z3< 0, X
. X < Ze .
Entsprechend ergabe sich y < x und z < y, also der Wider-

spruch z< y < x < z,
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(d) Es gilt (x,y,z) = (10,10,10).
Beweis: Ist die in (c) genannte Zahl x = 10, so folgt aus (3)

23 = 1980 - 9x2

z = 10

und demit aus (2) ebenso y = 10,

Entsprechend schlieBt man, wenn die in (c) genannte Zahl
y = 10 oder z = 10 ist,

- 8x = 1980 - 9+10° - 8¢10 = 1000,

II. Die Probe zeigt, daB das Tripel (10,10,10) die Gleichungen
(1), (2), (3) erfillt,

t I. und II, ist gezeigt, daB genau dieses Tripel die genannten
Gleichungen erfullt.

Hinweis zur Korrektur' Bei verschiedenen Losungsaneatzen sind
versteckte erquellen zu beachten, z. B, daB ein SchluB von

x < a auf x2~< 32 falsch sein kann, wenn némlich (noch) keine
ausreichende untere Schranke fir x nachgewiesen wurde.

271243)L6sung: ! 7_Punkte

Bezeichnet man !

die Anzahl der aus n Buchstaben bestehenden zulassigen Woérter
mit X

die Anzahl der von diesen mit 1 beginnenden zuléssigen Wérter -
mit Yne

die Anzahl der von diesen mit 2 beginnenden zuldssigen Worter
mit Z0

die Anzahl der von diesen mit 3 beginnenden zul&éssigen Worter
mit Une )
die Anzahl der von diesen mit 4 beginnenden zuléssigen Worter
mit Vne
e Anzahl der von diesen mit 5 beginnenden zulassigen Worter

/

wit w

dann zllt offenbar (wegen der Symmetrie) v, = z und w =y  und
weiter
Xy =2y, + 2z 4 u, ' (1)
\yn - zn-1' (2)
Zn ® Yn-1 * Yp-ae (3)
u, =2z 4.
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Aus (2), (3) und (4) ergibt sich

Z, = Zpo * Zzn_2 = 3zn_2 mit z, = 1, z, = 2,
C(Zpy = 23", nd 1
also n K
22n+1 = 3, n = 0,
Aus (2) erhalt man somit
n=1 n=-1
Yon = Z2n-g " 3 T VYone T Zpp =230 %,
n=1 . n=1
Uon ™ 2Zpq0g = 2037 7 Uppyq * 22, = 403
und somit
' - -1 - -1
Xon = 2Yp, + Uy, = 243" 1, 403Mm1 4 20371 L gu3=l, 2,
n=1 n n-1 n-1 -
Xonsl = onea ¥ 2Zpn4q0 *F Uppg = 4030 420374403 = 14.3" 7, nal,

Far X0 mit n = 1 erhdlt man schlieBlich

x1 = 5,
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271244)L6sung: : 6 Punkte

Mit O sei der Mittelpunkt und
mit r der Radius des Inkreises
bezeichnet, Da alle Seiten des
n-Ecks Tangenten an den In=-
kreis sind und folglich in
Jjedem Dreieck PP, ,0

(1 &8 i < n) der Berihrungs-
radius Hohe auf PiPi4 18ty
ergibt sich der Flacheninhalt
/ jedes dieser Dreiecke mit

Abb, L 271244 p
3 PiPiae

Ebenso ergibt sich der Fliécheninhalt der Dreiecke MP10, PkNO,

Fres— Fs— I r
NP, ,,0 bzw. P _MO mit % MP,, 5 PN, 5 NP, 7" bzw. 3 P M.
Aus Voraussetzung (1) der Aufgabe folgt

r o T v S
3 (ﬁP1 + PiPy + ee0 # 5kﬂ) =5 (NPk+1 * PLiPrap e * PnM),
also

[ o—— [ me————— e

oo r r r
3 MP1 +3 P1P2 Ftooot > PkN =35 NPk+1 + Pk+1pk+2 Fteoot x PnM,

d. h., die Flacheninhalte der Vielecke MPiP2 e+ PNO und
NP 1Pl 4p o+ PoMO sind einander gleich.

ainge nun die Gerade g nicht durch O, so ladge O im Innern von
einem der beiden in (2) genannten Vielecke, o.B.d.A. etwa von
MPiP, eee PN (s. Abb. L 271244). Dessen Flacheninhalt wére somit

die Summe der Flacheninhalte des Vielecks MP.P, oo P NO und des

Dreiecks MNO, das nicht zur Strecke MN entartet wire. Zugleich
ware der Flacheninhalt wvon NP o 1Pr4p oo PM die Differenz der

Flacheninhalte des Vielecks NPk+1Pk+2 eee P MO ﬁnd des Dreiecks

MNO. Damit ergébe sich zwischen den in (2) genannten Flachen-
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inhalten eine Differenz, die gleich dem doppelten Flacheninhalt
von MNO, also nicht Null wire. Wegen dieses Widerspruchs ist die’

Annahme, g ginge nicht durch 0, widerlegt, d. h. der verlangte
Beweis gefihrt.

271245)Lésung: - 6 Punkte .
Es sei a die positive Lésung der Gleichung

1 .
Rk (1)

namlich der Gleichung a2+ 32 -1a= 0, d. h, die Zahl

a.%(ﬁs-s). (2)

Wegen 3 < V13 < 4 gelten fiir diese zahl die Ungleichungen
0<a=x< %. (3)

Nach Definition der X, gilt (wie man durch vollsténdige Induk~-
tion erhéalt)

X, >0 - ©(4)
fur alle n = 1,2,3,... « Nun wird bewiesen:
Behauptung: Fir alle n = 0,1,2,... gilt

<

Xney ~ 8

Beweis:
I. Wegen. (3) gilt % <1 -a<1, also lx1 -al = Ixz -al <1

und damit erst recht le -al <3 [x; - al < %. de he die Behaup-
tung fir n = O und fir n = 1, :

II. FiUr jede natirliche Zahl k z 1 gilt der SchluB: Wenn' die
Behauptung fiur n = k und filr n = k - 1 gilt,.d. h., wenn die

Ungleichungen '
3 : 3 )
| %ker - 8] < x und | x = a| < T . (5)
gelten, so folgt nach Definition der Folge (xn) und nach (1)
X - al'_ Xeag *+ 1 _a+1 Xeyg = 8 sat+tl _a+1
“k+2 X, + 4 a + 4 X, + 4 X +4 @a+4

Xeeqg =8 (a+ 1)(xk - a)
X, + 4 " (x + 2)(a +4)

-

» "
=
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Wegen ('4) und (3), also x, + 4 >4, a+4 >4unda +1<2,
ergibt sich daraus

. - ol s | Xkeq = 3] . (a + 1)[xk - a| ; | XK1 = @ .
[Xie2 | = X, + 4 (%, + 4)(a + 3) ~ 4
2|x, - a
, 2% - o

und somit wegen (5) ,
3 3 3
X - a| < + =
k+2 l 4. 25 g o oK1 Sk+I?

d. h. die Behauptung fir n = k+i,

Mit I., II. ist die Behauptung durch vollsténdige Induktion be-
wiesen.

Damit ist gezeigt: Die Folge (xn) ist konvergent, ihr Grenzwert
ist die in (2) angegebene Zahl a.

271246A)Losung: . ) 7 Punkte
Jeder Verteilungsvorgang ist durch eine n-gliedrige Folge dar-
stellbar, in der jedes Glied A oder B lautet, Eine solche Folge
sei "j=-Folge" genannt; wenn sie genau j Glieder A enthélt. Eine
Folge heiBe genau dann "gunstig"”, wenn sie einen fur Alfred gin=-
stigen Verteilungsvorgang darstellt., Fir

die groBte ganze Zahl m s % . . ()

gelten nun foigende Aussagen:

(1) Jede j-Folge mit j < m ist ungiinstig.

(2) Die (einzige) n-Folge (AAs++A) ist glnstig.

(%) Fur jedes j mit m = j <'n ist die Anzahl aller unginstigen

‘ Jj=Folgen gleich der Anzahl aller (j+1)-Folgen.
Dies kann wie folgt bewiesen werden: '
Zu jeder ungiinstigen j-Folge F gibt es eine kleinste Zahl
k 21 derart, daB das k-te Glied B lautet, wahrend sich unter
den vorangehenden k-1 Gliedern ebenso viele Glieder A wie B
befinden. Man ordne der Folge F diejenige Folge F' zu, die
aus F dadurch entsteht, daB in den ersten k Gliedern uberall

A durch B und B durch A ersetzt wird, Fir diese Zuordnung
gilt:
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I. Die Folge F' ist jeweils eine (j+1)=-Folge.
II. Sind zwei ungunstige j=-Folgen Fi0 Fp voneinander verschié-
den, so auch ihre zugeordneten Folgen Fi'e Fy'e
III. Jede (j+1)-Folge G ist die zugeordnete Folge G = F' einer
ungiinstigen j-Folge F. Wegen j z m, also j+1 >-%, enthalt
G namlich mehr Glieder A als B; also gibt es eine klein-
ste Zahl k 2 1 derart,idaB das k-te Glied A lautet, wih-
rend sich unter den vorangehenden k-1 Gliedern ebenso
~viele Glieder B wie A befinden., Daher hat diejenige Folge F
die verlangten Eigenschaften (unginstige j-Folge mit
F* = G zu sein), die aus G dadurch’entsteht, daB in den
ersten k- Gliedern iberall B durch A und A durch B ersetzt
wird,
Mit I., II., III. ist die behauptete Anzahlgleichheit bewie-
sen. . .
Bezeichnet man die Anzahl aller j-Folgen mit aJ und die Anzahl
aller ginstigen j-Folgen mit gj, so ergibt sich nach (1), (2),
(3): Die Anzahl aller ginstigen Folgen ist

9g * eee * 9 =Gy *t oeee + gL 4+ gy
= (ap = ap.4) * eee + (8,4 - 8,) +a  (wx)

= am.

Die Anzahl a_  aller m-Folgen ist bekanntlich a, = (:); die An-
zahl aller zu befﬁcksichtigenden n-gliedrigen Folgen uUberhaupt
ist 2", Damit ergibt sich:

a) w(4) = (3) : 2*

=6 : 16 = 3.

n

2 mit m aus (M)

b) w(n) = (1)

Bemerkungen zu anderen Lésungsmdglichkeiten und zur Korrektur:
Der.Wert w(4) kann auch aurcﬁ Au%zEﬁIen aller giinstigen vier-
gliedrigen Folgen (AAAA), (AAAB), (AABB), (ABAA), (ABAB) gefunden
werden.,

Fir ungerades n ist (:) = (m21);.somit kann fir jedes n statt m
auch die kleinste ganze Zahl m' 2 % genommen werden.

Die Summation (mx) kann auch durch Interpretation der Summanden
(als Anzahlen) umschrieben werden, z. B, auch in grafischer Ver-
anschaulichung.

Auch bei derartigen anderen Beschreibungsmdglichkeiten ist zu
beachten: Aus der Darstellung soll ersichtlich sein, daB die Fest=-
stellungen I., II.,, III. (bzw. fir anderen Beweisverlauf analog
fundierende Aussagen) vorliegen. Eine gleichermaBen detaillierte
Beschreibung ihres Zutreffens wird nicnt in jedem Fall zu fordern
sein.

4
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271246B)Lbsung: ' 7 Punkte

Zur Abkirzung sei gesetzt:

Ap = Ag meeem Ay g = 1= §5(2) = Fp(2) = F3(2) =eeem £ 4 (2)
Ay = = £4(0) = £,(0) = £5(0) =eu.- f__,(0)
Aney = £1(0) + F(1) + f5(1) +euer f (1)
Ans2 = f1(1) + f2(0) + f3(1) +teoot T _4(1)
Aoy ™ f (1) + F5(1) + F5(1) +euer £ (1)

.Damit gilt

i A1+A2 tooot A2n=n-1,
also [l + [Ag] #euet [Agg] = - 20

Daher muB far mindestens einen der 2n Summanden
n -1 1 1

2n 2" 2n

IA

n

1
gelten; d., h.: Es gibt unter den Systemen b

(31'82'33""'an-1'an) a (1,%,1,...,1,1),
(0,0,0,¢0¢4,0,0);
(0:11110001101)0
(1,0:1.....1.1),

.
.
3
.
.

(1,1,1,...,1,0)

mindestens eines, fiur das
n

@y ¢ 8y * ees oA, - 22; fi(ai)

)
N
1

5

gilt; die Existenz solcher a; war zu beweisen,

f,(1),
£,(0),
fa(1),
fo(2),

£,(0).



