A 11/12;1 XXVI. Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklassen 11/12 - 1., Tag -

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, missen alle
verwendeten Aussagen prézise formuliert und bewiesen
werden. Der Lésungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen,
Konstruktionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar
sein. Die Gedankengénge und Schlisse sind in logisch
und grammatisch einwandfreien S&tzen darzulegen.

261231
Man ermittle alle diejenigen Tripel (x;y;z) reeller Zahlen, die
das folgernde Gleichungssystem (1),(2),(3), erfillen:

Xigek =2 =il : (a)
x2 - y2,+ 22 = 1 (2)
--x3 + y3 + 23 = -1 (:3%)

261232

Im Raum seien zwei windschiefe Geraden 9, und 95 gegeben. Ferner
seien d1 und d2"zwei gegebene Streckenléngen. Beweisen Sie die
folgende Aussage: )

Wie man auch auf g, Punkte P,, P, mit PP, = d, und auf 9,
Punkte Q,.,Q, mit 5;6; = d, wéhlt, stets ergibt sich fir das
Volumen des Tetraeders mit den Eckpunkten P1,P2,Ql.Q2 ein und

derselbe wert.

Von den nachstehenden Aufgaben 261233A und 261233B ist genau
eine auszuwahlen und zu lésen:

261233A

Man untersuche, ob es vier aufeinanderfolgende natirliche Zahlen

gibt, die die folgende Eigenschaft haben: Jede dieser vier Zahlen
188t sich so in zwei positive ganzzahlige Summanden x und Yy zer-

legen, daB sie jeweils ein Teiler von x-y ist.
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2612338

Man beweise, daB in jedem Dreieck ABC fir die Seitenléngen

a =BC, b=TA, c=AB, die GréBen «,f}, y der Innenwinkel < CAB,
XABC, ¥ BCA sowie fir den Inkreisradius g'und den Fléchen-
inhalt F die Ungleichung

nv

2790 (1)

1 28 iiee 1 244/ 1 2
2 cos 5 + 1) cos 3 + -E cos % BF

gilt. Man gebe alle diejenigen Dreiecke an, fiur die in (1) das
Gleichheitszeichen gilt. \
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261234

Beweisen Sie: Fur jedes Sehnenviereck ABCD, dessen Diagonale BD
durch den Mittelpunkt N der Diagonalen AC verl&auft, gilt die
folgende Gleichung (1).

2 7. BT S ABE BRI ae® . mBT, (1)

261235

Zwei Personen, A und B, spielen mit n in einer Geraden angebrach-
ten Lampen (n > 3) das folgende Spiel:

Zum Spielbeginn sind alle Lampen ausgeschaltet. Eine ganze Zahl k
mit 1 < k < n - 1 wird vereinbart. Dann verléuft das Spiel so,
daB die Spieler, mit A beginnend, abwechseln am Zug sind:

Jeder Spieler schaltet, wenn er am Zug ist, nach eigener Wahl
eine Anzahl nebeneinanderliegender Lampen ein, mindestens eine
und hochstens k. Gewonnen hat derjenige Spieler, der die letzte
der n Lampen einschaltet.

Man beweise, daB der Spieler A fir jedes n > 3 und jedes k mit
1< k <n - 1 durch eine geeignete Vorgehensweise (Strategie)

den Gewinn erzwingen kann.

261236 1l
Es sei (x_ ) diejenige Folge reeller Zahlen, fur die
bl (1)
2
e RO TR PR G (2)

gilt. Fur jede reelle Zahl a # O sei ferner (y,) die durch

X
S (n=1,2,3,...) (3)

definierte Zahlenfolge.
Man ermittle alle diejenigen a / 0, fur die die Folge (yn)
konvergent ist.
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Liedd /1257 ; XXVI. Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Lésungen und Punktbewertung
Olympiadeklassen 11 und 12 - 1, Tag. -

Achtung: Die Bemerkdngen im Vorspann zu den Ldsungen fir die
1. Stufe gelten auch fur die 3. Stufe.

261231 )L 6sung: 5 Punkte

I. Wenn x,y, und z reelle Zahlen sind, die das Gleichungssystem
(1),(2),(3) erfullen, so folgts

Nach (1) ist y = -x+z=-1. Aus (2) folgt damit

£y 1, also

X~ - (x2 + 22 +1 - 2xz2 + 2x - 22) + 2z
R e X7 A e T )

x(z =)y 2z =1 =0,

(xi+ )z == 0,

x = -1 oder z = 1,

Fr x = - 1 ist nach (1) y = z, woraus aus (3) folgt:
1+ 2y3 L ;

y> = -1
N Rl
Fir z = 1 wird ebenfalls nach (1) y = - x. Nach (3) ist dann
A TR
X = 1.

Also kénnen nur die Tripel (-1; -1; -1) und (1; -1; 1) das Glei-
chungssystem (1),(2),(3) erfillen.

II. Tatséchlich erfiillen diese Tripel die Gleichungen (1),(2)
und (3), wie man leicht nachprift.

261232)L6sung: 7 Punkte
Es seien auf g, sowohl P,,P, mit Plﬁz = d, als auch Pi/P5 mit
ﬁPiﬁé = d1 sowie auf 95 sowohl Q1,02 mit Qlﬁz = d2 als auch Qi'Qé
mit Qiﬁé = d2 gelegen. Zu beweisen ist, daB unter diesen Voraus-
setzungen stets die beiden Tetraeder

P1P2Q,Q, und . PiP3Q40;

einander volumengleich sind. Dieser Beweis kann folgendermaBen
gefiuhrt werden:

Es sei e die durch Psigs verlaufende Ebene.
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Die beiden Tetraeder
g P1P201Q2 und P1P2QiQé (%)
(Abb. L 261232 a) haben jeweils eine in der Ebene e liegende
' seitenflache, namlich
P,Q,Q, bzw. P5Q;0Q5. (2)
Diese beiden Dreiecke sind einander fléchengleich, da
5;6; = 6;5; gilt und die zu diesen Seiten gehdérenden Dreiecks-
héhen miteinander ibereinstimmen, némlich das Lot von P, auf g,
sind.
Ferner stimmen in den Tetraedern (1) die zu den Seitenfléchen (2)
gehdorenden Tetraederhdhen miteinander Uberein; sie sind némlich
das Lot von P, auf die Ebene e. ;
Also sind die beiden Tetraeder (1) zueinander volumengleich.
Ebenso beweist man, daB die beiden Tetraeder
RaPalyQp v UL T PaRe o
zueinander volumengleich sind.
Aus beiden Volumengleichheiten folgt die zu beweisende Aussage.

Abb.

P

2 ]
Andere Loésungsmoglichkeiten ergeben sich, indem man das Volumen V

von P1P2Q1Q2 durch dl' d2 und weitere Bestimmungsstiicke, die die
Lage von g, und 9, charakterisieren, ausdrickt und dabei fest-
stellt, daB es méglich ist, diejenigen Bestimmungsstiicke zu ver-
meiden, die P,,P,
Q,Q, = d, auf g, bzw. g, festlegen. Beispielsweise gilt

(Abb. L 261232 b): Ist ¢ die GréBe eines (nicht uberstumpfen)
winkels, den g, mit einer zu g, parallelen (und g, schneidenden)
Geraden g, bildet, und ist h der Abstand, den g, von der zu g,

parallelen und 9, enthaltenden Ebene f hat, so ist

und Ql,Q2 genauer als durch Flﬁz = d1 bzw.

v-é-dl-dz-h'sinvn.
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9;

9;

Abb. L 261232 b

261233 A)Losung: 8 Punkte
Es gibt vier solche Zahlen. Zum Beweis dieser Aussage genigt es,

die genannten Eigenschaften fur ein Beispiel zu bestatigen. Ein
solches Beispiel bilden etwa die Zahlen 242, 243, 244, 245;
denn

242 = 224220 ist wegen 242.20
243 = 81+162 ist wegen 243-54 81-.162 ein Teiler von 81-162,
244 = 122+122 ist wegen 244-61 122-122 ein Teiler von 122-122,
245 = 35+210 ist wegen 245-30 = 35-210 ein Teiler von 35-°210.

22+220 ein Teiler von 22-220,

Hinweis:
Da das Suchen eines solchen Beispiels durch bloBes Probieren (ohne
zu wissen, ob lberhaupt vier derartige Zahlen existieren) wenig
sinnvoll ist, wird man nach wirksameren heuristischen Motiven vor-
gehen, z. B. folgendermaBen:
Eine natirliche Zahl n hat genau dann die genannte Eigenschaft,
wenn (n 2 2 gilt und) n ein Teiler von einem der Produkte

k*(n-k) (k= 1, ...,n=-1)
ist. Wegen k-(n-kl = kn - K2 ist das gle;chbedeutend damit, daB n
ein Teiler von einer der Quadratzahlen k~ (k = 1,...,n-1) ist.

Hierfir ist hinreichendl, daB die Zahl n ihrerseits durch eine

1 Es gilt sogar “&quivalent” statt "hinreichend”. Wenn nédmlich n
quadratfrei ist, d. h. durch eine Quadratzahl q2:>1 teilbar, so
hat n eine Primfaktorzerlegung n = Py %P, aus paarweise ver-
(Forts. s. S.'a)
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Quadratzahl q2 > 1 teilbar ist; denn wenn dies zutrifft, so exi-

stiert eine natirliche Zahl a mit n = qz-a, und damit ist n wegen
nea = qza2 ein Teiler des Quadrates der naturlichen Zahl k = qa,

die wegen k =.% und q > 1 kleiner als n ist. ;

Nun kann man z. B. versuchen, vier Zahlen der geforderten Art

etwa als
n = 22-3, (1)
n+l = 3%:b, (2)
ne2 = 5%.c, (3)
n+3 = 7°+d , (4)
zu finden. Hiervon werden (1) und (2), also
4a + 1 = 9b
etwa gelést durch b = 1 + 4¢t, alz= 2 + 9t,
n=284+36t; i (5)

sodann werden (5) und (3), also

10 + 36t = 25c
etwa geldst durch t = - 10 + 25u, c = - 14 + 36u,

n= =352 + 900 u; (6)
schlieBlich werden (6) und (4), also

- 349 + 900 u = 49d
etwa geldst durch u = - 16 + 49v, d = - 301 + 900v,

n = - 14752 + 44100v, |
fur v = 1 also n = 29348.
Hat man die Lésungsfindung wie hier als Nachweis hinreichender
Bedingungen formuliert, so ist eine Probe nicht erforderlich.
Andernfalls ist es fur die Korrektheit der Lésung (wie oben be-
merkt, sogar allein) erforderlich, die verlangte Eigenschaft zu
bestatigen:
29348 = 4.7337 = x+y ist Teiler von xy fur
29349 = 9-3261 = x+y ist Teiler von xy fur
29350== 25-1174 = x+y ist Teiler von xy fir
29351 = 49. 599

2.7337, y= 27337,
3.3261, y= 6-3261,
5.1174, y=20°1174,
7+ 599, y=42- 599,

x X X X

x+y ist Teiler von xy fir

1 (Forts. V. S. 3) e
schiedenen Primzahlen, und dann ist nlkz, d.h. n-u = k2 nur mog-

lich, wenn auch die Primfaktorzerlegung von u alle Primzahlen

Pyseee:P, enthalt, also nur mit u 2 n und folglich k* x nz, kZn.

(Dies wird fir die obige Lésungsgewinnung nicht benétigt.)
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261233 B)LOsung: 8 Punkte
Nach der Formel cos2 % = %(1 + cos x) und dem Kosinussatz gilt
2 2. A N4
1 20 uf 1 b"+c"-a b“+c"-a"+2bc
5 ¢os e 5(1 + cCoOs ) = 23(1 + 1T ) = Aohe .

Entsprechend ist

2 2 2
1 2 ¢ +a -b
B AT g 7 Zabc

A Aok aR R e e S

T L 4abc

Bezeichnet T die linke Seite der Ungleichung (1), so gilt {
folglich |

T = az + bz + c2 + 2ab + 2ac + 2bc
' 4abc ¢

~mit der Abkirzung s = %(a+b+c) also

s2
i i S
Ferner ist1 F=pe.s, also
3
) Ly .
i s | ¥ : j2)

Nun gilt nach der Ungleichung zwischen arithmetischem und
geometrischem Mitte12

3

%(a+b+c) z abc (3)

und: darin das Gleichheitszeichen genau im Fall a = b = c.

1 Als bekannter Sachverhalt zu zitieren oder z. B. durch Zer-
legung von ABC in die Teildreiecke ABM, BCM, CAM (M Inkreis-
mittelpunkt) zu beweisen.

2 Als bekannter Sachverhalt zu zitieren oder z. B. so zu beweisen:
Es sei 0.8.d.A., a £ b 2'c, also b = 'a+u, c = a+u+v mit
u,v 2 0, Dann ist

(a+b+c)3 - 27abc = (3a + 2u + v)3 - 27a(a + u)(a + u + v)

Qau2 + 9auv + 9av? + 8u + 1202y + 6uv‘2 . 5

O,
und das Gleichheitszeichen gilt genau im Fall u = v = 0.

o
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Aquivalent zu (3) ist

BRI E% albey s (4)

und das Gleichheitszeichen in (3) ist &quivalent zu dem in (4).
Damit folgt aus (2),(4)
sii2z0

B0
d. h. die zu beweisende Ungleichung (1), und .es folgt, daB das
Gleichheitszeichem in (1) genau im Fall a = b = ¢, d. h. genau
fir alle gleichseitigen Dreiecke gilt. :
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261234)L6sung: 6 Punkte

Mit o« = ¥ BAD ist nach dem Satz Uber Gegenwinkel im Sehnenviereck

¥ BCD = 180° - « . Nach dem Kosinussatz und wegen cos (180° - )=

= -cos & gilt daher
=2

BD® = AB® + AD® - 2-AB-AD-cos o
und T 1 2°BC-CD-°cos o,
also 2.BD%=AB2+BC2+CD 2+ADZ-2'(_§"A—D°-'B—5'E) -cosw . (2)

Wegen <X ANB = <X DNC, <X BNC = <X AND
(Scheitelwinkel) und

< ABN = <XDCN, XBCN = < ADN
(Peripheriewinkel uber dem Bogen A'b bzw. Ké des Kreises, dem das
Sehnenviereck einbeschrieben ist) gilt

AABN ~ ADCN 4 (3)
und ABCN ~ AADN.
Aus (3) folgt AB:DC = AN:DN,

wegen der Voraussetzung AN = CN also

AB:CD = CN: DN. (5)
Aus (4) folgt BC:AD = CN:DN. (6)

wegen (5) und (6) ist
AB:CD = BC:AD,
also AB-AD. = BC-CD.
Damit ergibt sich aus (2) die Behauptung (1).

Abb. L 261234
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Andere Fortsetzungsméglichkeit nach (2)

Verléngert man die Strecke AB Uber B hinaus um ihre eigene Léange
bis A', so gilt
CBA- = 180° - XCBA (Nebenwinkel)

= FADC (Gegenwinkel im Sehnenviereck)
und BN | A'C (Umkehrung des Strahlensatzes), also
FIBA'C = XABD (stufenwinkel)
= DCA (Peripheriewinkel uber AD).

Also ist AA'BC ~ ACDA und daher
A'B:BC = CD:DA,
AB-AD = BC-CD.

"~ womit (1) folgt.

261235)Ldsung: ) 6 Punkte

Der Spieler A kann fur jedes n und jedes k (n > 3, 1 < k < n-1)

. zum Beispiel mit folgender Strategie den Gewinn erzwingen:

Ist n ungerade, so schaltet A im 1. Zug genau die in der Mitte
der Lampenreihe liegende (die Eilte) Lampe ein; ist n gerade,
schaltet A im 1. Zug genau 2 Lampen in der Mitte ein, die %te'
und die (% + 1)te Lampe. Durch diesen 1. Zug von A wird die
Lampenreihe in zwei symmetrische Teilbereiche I und II uneinge-
schalteter Lampen eingeteilt, die die gleiche Anzahl von Lampen
enthalten. Diese Anzahl L ist von Null verschieden; denn da die
Anzahl a der von A eingeschalteten Lampen hdchstens 2 und n min-
destens 4 ist, gilt: L = %(n-a) H %(4-2) > 0. B kann dann in sei-
nen folgenden Zigen, da in einem Zug nur nebeneinanderliegende
Lampen eingeschaltet werden durfen, jeweils nur entweder Lampen
aus I oder aus II einschalten. Damit bleibt fiur A nach jedem Zug
von B die Mioglichkeit, im jeweils anderen Teilbereich als B den
zum Zug von B symmetrischen Zug auszufiihren. Diese Strategie ver-
folgt A, Da mit jedem Zug wenigstens eine Lampe eingeschaltet
wird und far B vor jedem Zug in beiden Teilbereichen eine symme-
trische Situation besteht, ist B gezwungen, in einen der Teil-
bereiche nach endlich vielen Ziigen die letzte Lampe einzuschal-
ten. Danach tut das im nachsten Zug auch A im anderen Teilbereich
und gewinnt.
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261236 )L6sung: 8 Punkte
Aus (1) und (2) folgt durch vollsténdige Induktion K0 far
allen = 1,2,3,... und dann
2
gxn B xn+1

<
3xn X

< ox? s 12x + 4 = (3x, +2)%,

< 3x, + 2. ‘ . (4)

n+l
Das ergibt zunachst (durch vollstdndige Induktion)

n
xn‘> EE fur allen = 1,2,3,... und dann

x
n+1 2 4
3 < —— <3 + =— < 3 + —p-
*n Xn 3
Nach (3) folgt damit
®. aeal o s 4
S g e e M e (5)
G SNl X e LR TR
1. Ist nun lal < 3 (und a # 0), so gilt fur die Zahl q = TgT
einerseits q > 1, also lim qn = + oo ; andererseits folgt aus (5)
n-o

R . K [Yn
Iyn+1| ety |y1| (n = 1,2,3,...) (durch vollsténdige
Induktion) und wegen {y1| > O damit lim ‘ynl = + oo, Also ist

n-—o

die Folge (y,) in diesem Fall divergent.

2. Ist lal > 3, so ‘existiert wegen

i 3 4 3
lim ( b ——) <] (6)
n-oo lal lal - -3" i
eine Zahl g mit T%T < q < 1. Fur diese Zahl gilt einerseits

lim qn = 0; andererseits gibt es wegen (6) eine Zahl N so, daB
n—co

fur alle n 2 N

SRl
/8 lal -3

nach (5) also

'lyn41| i e lynl' )
|Ynekl < qk . lyN[ (k = 1,2,3,...) (durch vollsténdige

s i

Induktion) ist. Daher gilt nliﬂ Yo = O: also ist die Folge

(yn) in diesem Fall konvergent.



Leda128 T

3. Ist a = 3, so folgt aus (4) nach Division durch 3"*1
2
Vi Sl n 1S Yot 3n+3.' (73
Daraus folgt einerseits:
Die Folge (y,) ist monoton steigend. (8)

Andererseits ergibt sich (durch vollsténdige Induktion)
furiallelin: =23 4L

2
Y& (Mnta* 1

< +g—_ 4.2_
Yn-2 3n-'T 3N

eeser e 0000 s 0000000000000

<y1+21-+...+2n_ +2—n;
3 ) 3)
wegen der Konvergenz der unendlichen Reihe 52 + §3 + ... gilt
somit:
Die Folge (yn) ist nach oben beschrankt. (9)

Aus (8) und (9) ergibt sich: Die Folge (yn) ist konvergent.

4, Ist a = - 3, so gilt: Ist n gerade, so hat Y denselben Wert
wie fur a = 3, Ist n ungerade, so hat Y, entgegengesetzt gleichen
Wert wie fir a = 3. Bezeichnet g den Grenzwert der fir a = 3 ge~
bildeten Folge (y,), so hat also fir a = -3 die Teilfolge der

Y, it geradem n den Grenzwert g und die Teilfolge der Y, mit
ungeradem n den Grenzwert =-g.

Nach (7) gilt g 2 yy: @lso g > O und damit g + -g.
Also ist die (gesamte) Folge (yn) im Fall a = -3 divergent.

Damit ist gezeigt: Die Folge (yn) ist genau fir alle diejenigen a
konvergent, fur die

a< -3 oder a 2 3

gilte



