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Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, miissen alle ver-
wendeten Aussagen prédzise formuliert und bewiesen werden.
Der Losungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruk-
tionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein. Die
Gedankengénge und Schliisse sind in logisch und gramma-
tisch einwandfreien S&étzen darzulegen.

251221

Man ermittle alle diejenigen Paare (x, y) reeller Zahlen x, y,
die das folgende Gleichungssystem (1), (2) erfiillen!

%% + y2 = 5, (1)
%2 & xy = 2. ° (2)
251222

Beweisen Sie, daB in jedem Dreieck ABC fiir die Seitenléngen

a =80, b =TK, ¢c = XB und die Liénge 4, der Verbindungsstrecke

zwischen dem Punkt A und dem Mittelpunkt M der Strecke BC die

Beziehung ;
Ag = %*J2 (b2 +.02) - a

gilt!
251223
a) Es seien (a,) und (b,) die durch
8, = 3n -2 Gni=ig 2 )
b, = ai (=i, 2B E e
definierten Zahlenfolgen., Beweisen Sie, daB dann die Folge der
Differenzen '
Bl b, (s =g R i te)

einearithmetische Zahlenfolge ist!
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b) Eine Verallgemeinerung der in a) zu beweisenden Aussage lau-
tet: '
Wenn (an) eine beliebige arithmetische Folge und (bn) die

durch
2

b, = aj (= 10 2l 3 eheler)
definierte Folge ist, dann ist die Folge der Differenzen
by - by (B = 1542, 3 emsl)

ebenfalls eine arithmetische Folge.
Beweisen Sie auch diese Verallgemeinerung!

251224

Man ermittle alle diejenigen positiven ganzen Zshlen n, die die
folgende Eigenschaft haben: Im abgeschlossenen Intervall

<M, 2™*1> perindet sich mindestens eine durch n’ teilbare
natiirliche Zahl,
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Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Ldsungen flir die
1. Stufe gelten auch fiir die 2. Stufe.

251221) Losung: 9 Punkte
/ T. Wenn ein Paar (xj y) reeller Zahlen das Gleichungssystem (1),
(2) erfiillt, so folgt:
Nach (2) gilt x # 0; somit folgt aus (2)

y=2-x. (3)
Setzt man dies in (1) ein, so ergibt sich
x2 + 5? -4 + x2 = B
x
2x4 - 9X2 + .4 = 0,
Fiir die Zahl z = x° ' AR ¢
gilt daher
2 9

2% .~ 52 + =0
also ist z eine der Zahlen

i e |

vd. h. Z, = 4, ‘Z2 = e
Wegen (4) ist somit x eine der Zahlen

%y =8 X2=—2, x3=,12‘\/—2', X4="1§V_‘;
nach (3) gehdort hierzu als Wert fiir y jeweils die entsprechen-
de der Zahlen

y1:'1, y2=1, y}"‘%ﬁy y4=‘%ﬁ»
Also kdnnen nur die Paare

25 -1), (=23 1), GV 3VD), (- 3V3; - 3V2) (5)
das System (1, (2) erfiillen.

II. Sie erfiillen es, wie aus

(t2)2 4+ (71)2 = 441 = 5, (‘-*%‘\/?)2 + (E %1/?)2 =JZ+%= 5,
(t2)2 & (F2)(F1) = 4-2 = 2, (FVD2 +EID-EB VD = 3+3 =
ersichtlich ist.
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it I. und ITI. ist bewiesen, daB genau die Paave (5) das System
(1), (2) erfiillen.

251222) Losung: 9 Punkte
Bezeichnet & die GroBe des Winkels < AlIC, dann gilt nach dem

Kosinussatz, angewendet auf die Dreiecke AMC und AMB,

b2 = (-%)2+/S§ —2-%‘7‘38‘ + cos &, 1)
c? = (%)2 + /62 = DL % 'dé <"cos (180° - &) (2)
Unter Beachtung von cos (180° - &) = - cos & folgt aus (1) und
(2) durch Addition
o B g

2
b+ c =—2- +2'Aa,

woraus sich wegen 6a > 0 unmittelbar die Behauptung

A, = %'Vé (b2 + ¢2) - & G
ergibt. a
5 2
: =M
Abb. T 251222 A = B
251223) Losung: 10 Punkte

a)i Pl Jedes N =11402, 3% sl ier gLlst
b, = (3n - 2)2, also b i (3(n+1)—2)2 = (3n+1)2
und daher XL
L o 9n® + 6n + 1 - (9n° = 12n + 4) = 18 n - 3.
In der Folge dieser Zahlen hat die Differenz
18(n+1) - 3 - (18n - 3) = 18
fiir alle n denselben Wert; die Folge der Zahlen bn+1 - bn ist
somit eine arithmetische Folge, w.z.b.w,
b) Wenn (an) eine beliebige arithmetische Folge mit (dém Anfangs-
glied 8, und) der Differenz d ist, so ist flr jedes
n =2l BT

o (n-1)d

+

und damit nach Voraussetzung

2
bn = (a1 + dn - 4)°,
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also -
. B 2
b 4= (a1+d(n+1) - d)c = (a1 + dn)
und. daher
& N2 2 & 2 2.2 2 2
bn+1 bn = aj + 2a1dn + d°n° - (a1+2a1dn-2a1d+d n“-2d“n+d<)

n

2a,d + 24°n - 4%,
In der Folge dieser Zahlen hat die Differenz
2a,a+24a%(n+1)-d% - (2a,d+2d%n-a%) = 2¢?
fiir alle n denselben Wert; die Folge der Zahlen bn+1 - bn ist
somit eine arithmetische Folge, WeZob.W,
Hinweis: Man kann auch erst b) ldsen; zu a) geniigt dann die Fest-

stellung, daB die zu zeigende Aussage als Spezialfall von b) mit
erfaBt wird,

251224) Losung: : 12 Punkte

Das Intervall <21; 22> - <2; 4> enthdlt ganze, also durch 13
teilbare Zahlen. Das Intervall <22; 23> - <4; 8> enthélt die
Zahl 8 = 23, die durch sich selbst teilbar ist. Somit haben die
Zeahlen n = 1 und n = 2 die verlangte Eigenschaft,

Wie die Tabelle zeigt, gelten fiir 2 Sh 2n+1 n3
jede ganze Zahl n mit 3 § n § 7 =;= ===§=====?Z==-:==;;==
die gnglgi:hunéen 4 16 32 64
Q<2 <guti=in-, 5 5 32 64 125
Da nun zwischen O und n” keine 6 64 128 216

3 : <
durch n” teilbare Zahl liegt, ha- 7 128 256 343

ben diese Zahlen n = 3, eeey T
nicht die verlangte Eigenschaft.
Das Intervall <28; 29> entnalt die zanl 2° = (23)3 = 83, die
durch sich selbst teilbar ist. Das Interva11'<29 210> enthalt
wegen 82 & 29 und 103 < 1024 = 210 gie zanl 93 die durch sich
selbst teilbar ist. Also haben auch n = 8 und n = 9 die verlangte
Eigenschaft.
Fiir jede positive ganze Zahl n enth#lt das Intervall <2n;2n+t>
jedenfalls o+l _oN g - 2M.q aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen.
Ist n 2 10, so wird im folgenden die Ungleichung

2 4+ 1210’ ; (1)
bewiesen. Aus ihr folgt dann: Unter den in <:2n;2n+ﬁ> enthaltenen
aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen befindet sich, da ihre
Anzahl mindestens n3 betrdgt, mindestens eine durch n3 teilbare
Zahl; d. h., auch jede natlirliche Zahl n 2 10 hat die verlangte

Eigenschaft.,
3
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Beweis zu (1):

I. Es gilt 21941 = 1025 > 10>, also die behauptete Ungleichung
Flivin ‘=10

II. Wenn fiir eine natiirliche Zahl n = k £ 10 die Ungleichung
(Induktionsvoraussetzung) 2K+1 2 k3

gilt, so folgt ok+1q = 2.2K49 = 2(2K4qy - 1 2 23 - 1,

Indem man wiederholt k Z 10 beriicksichtigt, erhdlt man hieraus
der Reihe nach erst recht 2k+1+1 2 k3+k-k2 =1
> k344Kk% -1 = K43k%+k ok -1
> k2+3k%44k -1 = k+3k%+3k+k-1
>k343k%+3k41 = (kt1)>
und damit die behauptete Ungleichung fiir n = k+1.
Mit I. und II. ist die Behauptung (1) fiir alle natiirlichen Zahlen

n 2 10 durch vollsténdige Induktion bewiesen.

1

Insgesamt hat sich somit ergeben, daB genau fiir
n=1 n= 2 und alle natiirlichen Zahlen n Z 8
die verlangte Eigenschaft vorliegt.
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Empfehlung fiir die Punktverteilung
OKL 11/12 Gesamtpunktzahl: 40

251221

- Herleitung von 2 x4 -9 x2 + 4 =0

(bei Nichtvermerken von x $# 0 1 Punkt Abzug)
Angabe aller x; (i =1, +.., 4)

Angabe aller yi (i = 1, +e0, 4)

Angabe der Losungspaare

Probe (II)

1

251222

- (1)

- (2) .

- b2 + 02 = %— + 2-.432

)
- Aazlz e i
251223

- p) .
18n - 3 2 Punkte)

(davon fiir Dyiian = Doy
- b)

(davon fiir b, . - b,

4 Punkte)

2n,d + 2d%n - a2

1

(Wird zuerst b) gezeigt und a) als Spezialfall von

b) herausgestellt, so fiir b) 8 Punkte und fiir
a) 2 Punkte.)

251224

- Nachweis fiir n = 1 und n = 2

- Nechweis, daB n ¥ 3, 4, 5, 6, 7 ist

- Nachweis flir n = 8 und n = 9

- Beweis, daB 2% + 1 2 n> fiir alle n % 10 gilt
Folgerung, daB fiir n 2 10 die geforderte Eigen-
schaft gilt

Zusammenfasgendes Ergebnis

1

9 Punkte
4 Punkte

1 Punkt
1 Punkt
1 Punkt
2 Punkte

9 Punkte
Punkte

Punkte
Punkte
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Punkte

10 Punkte

4 Punkte

6 Punkte

12 Punkte

2 Punkte
2 Punkte
2 Punkte
4 Punkte

1 Punkt
1 Punkt



