A 71 XXV. Olympiade Junger Mathematiker
y der Deutschen Demokratischen Republik
3, Stufe (Bezirksclympiade}
Olympiadeklasse 7 - 1, Tag =
Achtung: Bis auf solche ﬁéktén. die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, missen alle
verwendeten Aussagen prézise formuliert und bewlesen
werden. Der Ldsungsweg (einschlieBlich Nebanrechﬁungen,
Konstruktionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar
sein, Die Gedankengédnge und Schlisse sind in logisch
und grammatisch einwandfreien S&tzen darzulegen,

250731 v
Ermittle zu jeder natirlichen Zahl n> O die Anzahl aller der-
jenigen natirlichen Zahlen, die Teilerder Zshl 2" sindi

;§0732

Es sel ABC ein rechtwinkliges Dreieck mit C als Scheitel des

rechten Winkele und mit CA = 4 em, TB = 20 cm.

Von einer natirlichen Zahl x wird gefordert, daB sie die fol-

gendén Bedingungen (1) und (2) erfillt:

(1) Die Strecke CB kann um x cm verkiirzt werden; d. h., zwischen
C und B liegt ein Punkt B* mit TB’ = CB - x cm.

(2) Wenn 2zugleich die Strecke CA (ber A hinaus um x cm bis zu
einem Punkt A' verléngert wird, dann betréigt der Fléchen-
inhalt des Dreiecks A'B'C genau.55 % des Flacheninhalts des
Dreiecks ABC,

Untersuche, ob es genau eine natirliche Zahl x gibt, die die Be-
dingungen (1) und (2) erfillt! Wenn das der Fall ist, so ermittle
diese Zahll

25073, .

Flir ein Viereck ABCD werden die folgenden Bedingungen (1), (2),

(3) gefordert:

(1) ABCD ist ein Parallelogramm,

(2) Die Winkeihalpiereﬁden von <4 BAD und < ABC schneiden sich
‘in einem Punkt E, der auf der Geraden durfch C und D liegt.

(3) Es gilt AE = 6,0 cm und BE = 4,0 cm,

30 09 77-1 4 s 1



A7;1

a)

b)
c)

Beweise, daB jeces Viereck ABCD, das diese Bedingungen er-
fullt, aus den gegebenen L&ngen 6,0 cm und 4,0 cm konstruiert
werden kanni

Beschreibe eine solche Konstruktioni

Beweise, daB jedes Viereck ABCD, das nach deiner Beschrei-
bung konstruiert wird, die Bedingungen (1), (2), (3) erfollt!
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A 7;I1 XXV, Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik

'3, Stufe (Bezirksolympiads)
Olympiadeklasse 7 - 2, Tag -

250734

Ein Jagdflugzeug flog in einer halben Stunde 200 km weiter als
ein Sportflugzeug in einer Stunde.

Wie groB war die Geschwindigkeit jedes dieser beiden Flugzeuge,
wenn die des Jagdflugzeugs dreimal so groB war wie die des Sporte
flugzeugs?

250735

In einer Arbeitsgemeinschaft stellt Rainer seinen Klassenkame-
raden folgendermaBen eins Aufgabe:

Er nimmt drei Karten, auf denen zweiziffrige Zé%lpn stehen, so
in die Hand, daf niemand anders sls er die Zahlen sshen kann
und daB sich die dreimal zwei Ziffern nebeneinandergehalten als
eine sechsstellige Zahl lesen lassen, Dies macht er (mit den-
selben Karten) mehrere Male, bis er jede mdgliche Reihenfolge
der drei Karten genau einmal beriicksichtigt hat., Die abgelesane
sechsstellige Zahl notiert er jedesmal (ebenfalls so, daB nur
or seine Notizen sehen kann), AnschlieBend bildet er die Summe
aller notierten Zahlen. :

Nun teilt er den Klassenkameraden mits "Auf einer Karte steht
die Zahl 15, auf einer dis Zahl 23. Auf der dritten Karte steht
eine zweistellige Zahl, die ich nicht verrate, Die Summe aller
notierten Zahlen betraégt 1373735.“

Untersuche, ob es genau eine zweistasllige Zahl gibt, die unter
dsn genannten Bedingungen nach Rainars Aussagen suf der dritten
Karte stehen kannl Wenn das der Fall ist, so ermittle diese zwei«
stellige Zahl}
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250736
D
E
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A

Abb. A 250736

Es sei ABCD ein Quadrat. Der im
Innern von ABCD gelegene Viertel-
kreisbogen um B mit dem Radiuse

AB sei k,, der im Innern von ABCD
gelegene Halbkreis mit AB als
Durchmesser sei k2. Ein von B aus-
gehender Strahl schneide k, in
einem Punkt E und k,; in einem
Punkt F,

. Beweise,~da8 aus diesen Vorausset-

zungen stets <. DAF = S EAF folgtl



L 71 y XXV, Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik

3. Stufe (Bezirksolympiade)

Lésungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 7 - 1, Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Ldsungen fur die
1, stufe gelten auch fur die 3, Stufe,

250731) Losung: 5 Punkte

Fir jede natirliche Zehl n >0 gilt:
Eine natiirliche Zahl, die grdBer als 1 ist, ist genau dann Tei-
ler von 2", wenn ihre Primfaktorzerlegung keine anderen Prim-
faktoren als die Primzahl 2 aufweist, und zwar nicht mehr als n
solche Faktoren, Das trifft genau auf die n natiirlichen Zahlen
2, 22, ..., 2™, 2" (1)
zu, Ferner gilt:
1 ist Teiler der Zahl 2", (2)
Die gesuchte Anzahl der in (1) und (2) aufgezdhlten sé&mtlichen
natirlichen Zahlen, die Teiler von 2" sind, ist folglich n+1,

250732) Lésung: 7 Punkte

Im Dreieck ABC ist wegen CA 1 CB die eine dieser beiden Seiten
gleichzeitig die zur anderen zugehdrige Héhe. Also hat das Drei-
eck ABC den Flacheninhalt

J = % < CA .TB = % . 4, 20 cn? = 40 cmz. (3)

Ist A'B’'C ein Dreieck wie in (1), (2) beschrieben, so ist es
ebenfalls bei C rechtwinklig und hat daher den Flécheninhalt

3 -3.0 . (4)
weiterhin gilt far AT = p cm und CB® = q cm, daR p und q natir-
liche Zahlen mit

p=4+x,q=20 = x (5)
sind. Dabei ist aus (3), (4) ersichtlich, daB die Bedingungen
(1) und (2) genau dann erfillt werden, wenn auBer (5) auch
3 =33 - 3, d. h.

1 55
iapcqam-w
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oder, gleichwertig hiermit,

Peq= 44 (6)
gilt. :
Die einzigen Zerlegungen von 44 in ein Produkt zweier natiirli-
cher Zahlen sind aber 44 = 1 « 44 = 2 - 22 = 4 « 11, Aus (5)
folgt nun p + q = 24 und p > 4, so daB fir (5) nur die M8glich-
keit

Pp=22, g=2
und damit, nochmals nach (5),

X = 18
verbleibt.
De hiermit in der Tat (5) und (6) gelten, ist bewiesen:
Es gibt genau eine natiirliche Zahl x, die (1) und (2) erfidllt,
némlich x = 18,
Hinweis:

Aus (5) und (6) l&Bt sich x auch auf andere Weise ermitteln;
diese Gleichungen fiihren (sogar ohne Verwendung der Ganzzahlig-
keit) eindeutig auf die Werte x = 18 und x = -~ 2, von denen der
zweite, da er negativ ist, ausscheidet,

Abb, L 250732 (wird nicht vom Schiler verlangt):

20

Abb. L 250732 2

2
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250733) Loésung: 8 Punkte

a) Fur jedes Viereck ABCD, das (zusammen mit einem Punkt E) die
Bedingungen (1), (2), (3) erfullt, gilt:
Nach (1), also BC Il AD, ist

XBAD + TABC = 180°,
Nach (2) ergibt sich durch Halbieren

¥BAE + FABE = 90°
hieraus folgt nach dem Innenwinkelsatz, daB < AEB ein rech-
ter Winkel ist,
Nach (3) liegen A und B so auf seinen Schenkeln, daB
EA = 6,0 cm und EB = 4,0 cm gilt, Nach (1) ist die Gerade.p
durch C und D eine Parallele 2u AB; nach (2) geht sie durch E.
Auf dieser Geraden p liegt D; ferner liegt D nach (2) auf dem
Schenkel AD des Winkels < BAD, der doppelt so groB ist wie
<« BAE.
Auch C liegt auf der Geraden p; ferner liegt C nach (1) auch
auf der Parallelen q durch B zu AD.
Demit ist bewiesen, daB jedes Viereck ABCD, das (1), (2), (3)
erfullt, nach dervfolgenden Beschreibung konstruiert werden

kann:
b) (I) Man konstruiert einen 0
q rechten Winkel mit
CU/ dem Scheitel E,

(II) Von E aus tragt man
auf einem Schenkel
dieses Winkels die
Strecke EA der Lé&nge
6,0 cm und auf dem an-
deren Schenkel die
Strecke EB der Lange

Abb, L 250733 4,0 cm ab.

A
o

(II1) Man konstruiert die Parallele p durch E zu AB.

(Iv) 1In A tragt man an AE nach derjenigen Seite, auf der B
nicht liegt, den Winkel der GroBe X BAE ab und bezeich-
net den Schnittpunkt von seinem freien Schenkel und
von p mit D,

dt
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(V) Man konstruiert die Parallele q durch B zu AD und be-
zeichnet den Schnittpunkt von p und von q mit C.
b) Fur jedes Viereck ABCD, das nach dieser Beschreibung kon-
etruiert wird, gilt:
Nach (III) und (V) ist DC Il AB und BC Il AD, also (1) erfillt.

Nach (V) und (IV) ist p die Gerade durch C und D, auf ihr
liegt E; durch E geht nach (IV) die Winkelhalbierende von
< BAD. Nach (I) und dem Innenwinkelsatz ist ferner
XBAE + XABE = 9001
nach (IV) folgt hieraus durch Verdoppeln
FBAD + 2 - FABE = 180°,
Andsrerseits folgt aus BC |l AD
‘FBAD + TABC = 180°,
Also ist 2 . <LABE = ¥ABC; somit geht auch die Winkelhal-
bierende von < ABC durch E, folglich ist (2) erfillt.
Nach (II) ist auch (3) erfGllt.
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L 7:1I1 XXV, Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik

3, Stufe (Bezirksolympiade)

Lésungen und Punktbewsrtung

Olympiadeklasse 7 = 2, Tag =
250734) Ldsung: 5 Punkte

Die Geschwindigkeit des Sportflugzeugs sei x Eﬁ, die des Jagd-
flugzeugs -iet dann 3x 5%. De das Sportflugzeug in einer Stunde
x km flog, flog das Jagdflugzeug in einer halben Stunde
(x + 200) km und daher in einer Stunde 2 - (x + 200) km, Also
gilte

3)(-2-()(#200),

3x = 2x + 400,

x = 400,
Das Sportflugzeug hatte somit die Geochwindiakoit 400 Eﬁ, das
Jagdflugzeug hatte die Geschwindigkeit 1200 —ﬁ.
Hinweis zur Korrektur:

Eine Probe ist zu einer vollstindigen Lbésung der Aufgabe nicht
erforderlich, da die Existenz von zwei Geschwindigkeiten, die
die Bedingungen der Aufgabe erfiillen, aus dem Aufgabentext
hervorgeht, :

250735) Lbsung: 7 Punkte

Bezeichnet man die gesuchte zweistellige Zahl zunsichst mit
einem Kiéistchen [J, so gibt es genau die folgenden M&glichkei-
ten fur die Reihenfolge der drei Karten:

15 23 0 .

15 (m- .23 ,

23 15 = .

23 = i5 ,

0 15 23 ,

= 23 15 .
Ohne Berlicksichtigung aller Ziffern, die in den Késtchen stehen,
ergibt sich durch Addition

76 76 76.
Nach Rainers Angabe ergibt sich mit Bericksichtigung der Zif-
fern in den K#stchen als Summe die - Zahl

137 37 36.
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Daeher sind Rainers Aussagen genau dann erflillt, wenn eine Addi-
tion der folgenden Art i
i o
) DDI:I}(*)
auf ein Ergebnis fihrt, das seinerseits zu 767676 addiert die
Summe 1373736 ergibt. Wegen 1373736 - 767676 = 606060 gilt dies
gonau dann, wenn (3% ) das Ergebnis 606060 hat.
Das trifft zu, wenn die Addition
08
+ 3
auf die Summe 6Q fiihrt, also genau dann, wenn auf der dritten
Karte die Zahl 30 steht.

2. Lésungsweg: Sind a und b (in dieser Reihenfolge) die gesuch-
ten zwei Ziffern, so addiert Rainer die Zahlen

152300 + 10a + b,
150023 + 100 . (10a + b),
231500 + 10a + b,
230015 + 100 - (10a + b),
1523 + 10000 . (10a.+ b),
2315 + 10000 ¢ (10a + b).

Ihre Summe ist

767676 + 20202 . (10a + b).
Deher sind Rainers Aussagen genau dann erfillt, wenn

767676 + 20202 - (10a + b) = 1373736
gilt. Dies ist der Reihe nach #quivalent mit

20202 . (10a + b) = 606060,

10a + b = 30.

Also treffen Rainers Aussagen genau dann zu, wenn auf der drit-
ten Karte die Zahl 30 steht.
Hinweis zur Korrektur:

wird die L65ungsermi¥flung nicht als Aquivalenz ausgefihrt,
sondern nur als Schluf aus den Bedingungen auf das Ergebnis 30,
so ist auch der umgekehrte SchluB (die Probe) erforderlich,

250736) Lbsung: / 8 Punkte
Es sei M der Mittelpunkt von AB, ferner sei XDAF =
(Abb, L 250736 a).



D g c Da ABCD ein Quadrat ist, gilt
9 FBAD = 90°, also : )
F FBAF = 90° - . (1)
94 Da A und F auf k, liegen, gilt
E AB = FB. : i
o \K2 Nach dem Basiswinkelsatz folgt somit
2 TAFE = FBAF = 90° - . (2)
o Aus (1), (2) und dem Innenwinkel-
ot g 24
A M B satz (angewendet auf das Dreieck
o ABF) folgt
Abb. L 250736a IFER = 2. (3)

De B und E suf k, liegen, gilt BM » EM und somit nach dem Basis-
winkelsatz '

XMEB = XEBM = S FBA = 2. j (4)
Aus (3), (4) und dem AuBenwinkelsatz (angewendet auf das Dreieck
BEM) folgt
. XEMA = 4 L. (5)

Da A und E auf k, liegen,gilt AM = EM und somit LMAE = <XAEM,

Aus (5) und dem Innenwinkelsatz (engewendet auf das Dreieck AME)
folgt deher

TVAE = TAEM = %(1eo° - TEVA) = 90° - 2 «. (6)
Somit ergibt sich aus (1) und (6)

FTEAF = XBAF - TWAE = 90° - « - (90° = 2&) = £, W.2.b.w.

2. Ldsungsweg:

Die Verléngerung von AF schneide CD
in G (Abb. L 250736b). Dann folgt
[ {Wechselwinkel):

I F, 1 XAGD = ¥BAG = ¥BAF

= FBFA (7)
(Basiswinkel im Dreieck ABF ‘mit
ko BA = BF).
Ferner folgt
FGOA = 90°
\ = X AEB (Thalessatz)
A B = TAEF (Nebenwinkel).(8)

Abb. L 250736b
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Aus (7) und (8) folgt nach dem Innenwinkelsatz, angewendet auf
die Draiecke AGD und AFE,
TEAF « TOAC ]
» TOAF, w.z,b.w,



