A 11/12;1 XXIV. Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklassen 11/12 - 1. Tag -

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, missen alle '
verwendeten Aussagen prézise formuliert und bewiesen
werden., Der Losungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen,
Konstruktionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar
sein. Die Gedankengéange und Schlisse sind in logisch .
und grammatisch einwandfreien S&tzen darzulegen.

241231 y

Man ermittle die ersten sechs Glieder 84, 85, ..., 8g VON allen

denjenigen Folgen (a) reeller Zahlen, die die nachstehenden

Eigenschaften (1) bis (5) haben: -

(1) Es gilt a; = - g. .

(2) Es gilt ag = 3. ) ’ W

(3) a4, 8y, ag, a, sind (in dieser Anordnung) Glieder einer
arithmetischen Zahlenfolge.

(4) ay, ag., ag sind (in dieser Anordnung) Glieder einer geometri-
schen Zahlenfolge.

(5) Die Summe der ersten sechs Glieder der Félge (a,) betragt 1%.

241232
Man beweise: Wenn die Seitenléngen eines Dreiecks ABC nicht klei-
ner als V3 und nicht gréBer als 2 sind, dann gilt:
a) ABC ist ein spitzwinkliges Dreieck.
b) Die Laéngen der Hohen des Dreiecks ABC sind nicht kleiner
als V2.
von den nachstehenden Aufgaben 241233A und 241233B ist genau
eine auszuwédhlen und zu ldsen:
241233A : v
Man ermittle alle Funktionen f mit den folgenden Eigenschaften:
(1) f ist fur alle rationalen Zahlen definiert.
(2) . Esigilt- F(d)i=ia.
2
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(3) Fur alle rationalen Zahlen x und y gilt
f(x+y) = f(x) + f(y) + xy(x+y).

2412338
Man ermittle zu jeder geraden naturlichen Zahl n & 2 alle reel-
len Loésungen x der Gleichung

X(X+1)(X+2) e o (x+n=1) = (x+n)(x+n+1)(x+n+2)%..(x+2n-1).



A 11/12;11 XXIV. Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklassen 11/12 - 2. Tag -

241234

Man ermittle alle diejenigen reellen Zahlen z mit 1 & z S 5, die
die Bedingung erfﬁllén, daB die Gerade mit der Gleichung

y = é X + z und die Parabel mit der Gleichung y = 2x2 mindestens
einen Schnittpunkt mit ganzzahliger Abszisse haben.

Zu jeder Zehl z, die diese Bedingung erfillt, gebe man - fur die
betreffende Gerade und die Parabel - die Koordinaten aller
Schnittpunkte mit ganzzahliger Abszisse an.

241235
Men ermittle alle diejenigen Tripel (a,b,c) positiver natirlicher
Zahlen, fur die ab + b® = abc gilt.

241236 )
Man ermittle alle diejenigen natirlichen Zahlen n, fir die
51
25

99" + 101" > « 100" : (1)

gilt.
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L. 11/123T XXIV. Olympiade Junger Mathematiker

> der Deutschen Démokratischen Republik
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklassen 11 und 12 - 1, Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Lésungen fir die
1. Stufe gelten auch fur die 3. Stufe,

241231) Lésung: 5 Punkte

I. Wenn (a, ) eine Folge reeller Zahlen mit den Eigenschaften (1)
bis (5) ist, so folgt:
Nach (3) und (4) gibt es Zahlen d und q mit
a2=ai+d, 83=81+2d, a,=a,+3d, asf(al+3d)q, 86=(al+3d)q2. (6)
Aus (6) und (1), (2) folgt
a;+...tag=4a,+6d+(a,+3d)q- (1+q) = -10 + 6d: i+ 830 (A4 g0
Damit ergibt (5) die Gleichung

-7+ 6d+ 3q=33, (7)
Nochmals nach (2), (6) und (1) ist

6 = 2(a;+3d)q = - 5q + 6dq. ' (8)

Multipliziert man (7) mit q und addiert (8), so folgt

- 7q + 6dq + 3q2 + 6 = E%q - 5q + 6dq, «
2 17

q° - Zq+ 2 = 0. (9)

Daraus folgt, daR q eine der Zahlen

17 + 289 b2y 4B TAURK
G, 0 12" |T2@ - 213~ 12

3 4
disihis 9, = 3, 95 = 3 ) (10)
ist, Nach (7), also d = % - %q, gehdren hierzu fiur d die Werte
dy = 3 bzw. d, = 13. (11)

Damit ergibt sich aus (1) und (6), daB eine Folge (an) nur
dann die Eigenschaften (1) bis (5) haben kann, wenn ihre
ersten sechs Glieder entweder

"

5 1 9
Bt e 17 83 = 5, 8, = 2, ag = 3, ag 3 (22
5 11 2 9
oder a; = - 3+ 85 = = I35, 83 = F, 8, = 7, 85= 3, ag = 4 (13)

lauten,
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II. Sowohl fir (12) als auch fur (13) bestatigt man (1), (2)
wegen

5 1 Q. vy 1 B SAE
-§~1+§+2+3+§_§(-5 2.+1+4+6+9)_—-§,

-3-3+ %+ 3+ 3+ 4= g5(-30-11+8+ 27+ 36+ 48) =

und (5), sowie wegen

-§+%=-1,-1+%=%,%+%=2, 2-%=3, 3-%=§,
5 19 14 11 19 252 19 9 9 4 4
- belle v /et v it oSl v b L Rl - Bl L - SRR e

ebenfalls (3) und (4).

_Mit I. und II. ist gezeigt, daR genau die in (12) und (13) ge-
nannten a;,...,ag den Bedingungen der Aufgabe genigen.,

Hinweis zur Korrektur: Bei anderen Eliminationsméglichkeiten

zur Herleitung von (9) (oder einer anderen Gleichung zur Ermitt-
lung einer der Unbekannten) kdénnen Terme als Nenner auftreten.
Dann ist jeweils zuvor zu diskutieren, ob ein solcher Term
gleich O sein kann.

241232) Loésung: 7 Punkte
Wenn fiur die Seitenlangen a = BC, b = CA, ¢ = AB die Ungleichungen
Y3 s as2 V3sbs2 ¥35cs2 (1)

gelten, so folgt: ;
a) Nach (1) und dem Kosinussatz gilt fiur oc = X BAC
Dhc! COB:0c mibe 4 e ke Saeh 2 Nl s (o]
wegen b > 0, ¢ > 0 also coso > O und daher oc < 90°.
Ebenso folgt ﬁ<:90°, y < 90° far f = XABC, Yy = X ACB.
b) Ist D der FuBpunkt des von C auf die Gerade durch A und B
gefallten Lotes und ist BD = p, AD = q, so liegt D nach a)

zwischen A und B, also gilt einerseits

p + q = C, ' (2)
andererseits gilt nach dem Satz des Pythagoras fur TD = h
2 i3 T SR 2 ¢
p° = a“ - hc ) q° = b< - hc . (3)
wire h <72, so ergébe sich aus (3) und (1)

phizctn L9, a2 & 8 i)
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wegen p >0, q> 0 also p> 1, q > 1 und nach (2) folglich
c > 2 im widerspruch zu (1). i

Daher gilt h, =g R

Entsprechend folgt, daB die beiden anderen Hohenlangen
h, % 72 und h 572 sind.

241233A) Losung: 8 Punkte
I. Wenn eine Funktion f die Eigenschaften (1), (2) und (3) hat,
so folgt:
Nach (3) fur x = y/'= 0 gilt f(0) (= 2.f(0), also
f(0) =.0. (4)
Fir alle rationalen x folgt hiernach, indem man (3) mit
y = -x anwendet, 0 = f(x-x) = f(x) + f(-x), also
f(-x) = = f(x). . £ NS
weiterhin folgt fir jedes rationale x und jede natirliche Zahl
n 2 1, indem man (3) der Reihe nach mit y = (n-1)x,
(n-2)x,..., x anwendet, )
f(nx) = f(x) + xe(n=1)xenx + f((n=1)x)
= f(x) + (n=1)nx> + f(x) + Xe(n=2)x-(n=1)x+f((n=2)x)

= f(x) + (n=1)nx> + F(x)+(N=2)(N=1)x 4., +F(x)+1e2.x+f(x)

n=-1
a B RN kS D AL
. i=1
n-1 1 n-1 2 1
wegen > i = E(n—l)n, AR ) g(n-l)n(Zn-i) also
i=1 izl

f(nx) = nef(x) + 2(n=1)n(n+1)x> = n-(F(x) + g(n®-1)x>). (6)
Nach (4) gilt (6) auch fiur n =‘0; wegen (5) und daher
f(enx) = = Flnx) = = n - (F(x) *+ (=n)2 + 1)x7)

gilt (6) auch fir alle negativen ganzen Zahlen n.
Fiir alle ganzzahligen. m # O (oder auch nur m > 0) folgt aus (2)

und (6), angewandt mit n = m, x = =,

1= f(meZ) = me(f(F) + F(m>-1) - i‘g)-

1 i

also f(3) = -%(mz-l)-;3-=§.%. (2+i2),

El
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Damit folgt fir alle ganzzahligen n und alle ganzzahligen
m # O (oder m >0), indem man (6) mit x = % anwendet,

RCOEERNGORE GO ¥

(
A
. 2 +
( ;52

ﬁ2
s + (02 - 1) - ig)
e (2 + I o :
( ;g)

= .

Wik WP

3| 3i>

Also kann nur die fir alle rationalen x. durch _
f(x) = éx i (120 x2):yﬁ %x + éxS)' (7)
definierte Funktion f die Eigenschaften (1), (2), (3) haben.
II1. Fir diese Funktion bestatigt man (1); (2) sowie
F(x+y) = 2(x+y) + F(x+y)?

%x + %y 2 %X3 + X2y‘+ Xy2 57 éys

f(x) + f(y) + xy(x+y),

d. h. (3).
Daher hat genau die in (7) genannte Funktion die geforderten
Eigenschaften.

Bemerkung: Die Gleichung (6) kann auch (fiur kleine Werte von n
durch Anwendung von (3) in wenigen Wiederholungsschritten er-
rechnet, dann allgemein vermutet und) durch vollstﬁndige'lnduk-
tion bewiesen werden, wobei sich die dbige Verwendung der - als

bekannt zu zitierenden - Formeln fir 2i und E:iz erubrigt,

241233B) Losung: 8 Punkte
I. Fir x = - n + % gilt - X = x+2n-1,
- (x+1) = x+2n-2,

eececvecscceccscvscve

- (x+n=1) x+n,

Daraus folgt

(-1)" . X(x+1)u..1x+n-1) = (x+n), . o(x+2n-2)(x+2n-1).
Da n gerade ist, gilt (—1)n = 1; somit erfillt x = = n + 5
die geforderte Gleichung.
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ITI. Furijedes x == ni+ % gilt - X < x+2n-1,
- (x+1) <x+2n=-2, (1)
- (x+n=1) < x+n
und trivialerweise X < x+2n=1,
d x+1 < x+2n-2, (2)
x+n=1 < x+n.
Daraus folgen die Ungleichungen [x| < x+2n=-1, v
Ix+1] < x+2n-2, (&)
|x+n=1| < x+n,
da jedesmal eine linke Seite in (3) gleich der entsprechenden
linken Seite in (1) oder in (2) ist.
Aus (3) ergibt sich wegen
X(x+1)...(X+n=1) S | x(x+1)...(x+n=1)I

erst recht
X(x+1)...(x+n=1) < (x+1)...(x+2n=2)(x+2n=-1);

somit erfallt kein x > ~ n + s die geforderte Gleichung.

II1I. Analog erhalt man: Fir jedes x < - n + % gilt
- X > x+2n-1,
-(x+1) > x+2n=2,
- (x+n=1)>x+n
und - Xx>= (x+2n-1),
- (x+1)>~ (x+2n=2),
- (x+r;-1) > - (x+n),
also - x >|x+2n=-1l,
- (x+1) > [x+2n-2],
- (x+n=-1) > Ix+nl,
also x(x+1)...(x+n=-1)
= (--1)n o x(x+1), . #(x4n=1)> 1| (x+n) . 2(x+2n=2) (x+2n=1) |
2 (x+n)..o(x+2n=2)(x+2n=1),
Daher erfullt auch kein x < - n + é die geforderte Gleichung.
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Mit I., II. und III. ist gezeigt: Die geforderte Gleichung hat
die Zahl x = = n + % und nur diese als LOsung.

Hinweis zur Korrektur: Auf das (richfige) Lésen der Gleichung
far spezielle n sind héchstens 2 Punkte zu erteilen, sofern die
Lésungsdarstellung keine effektiven Elemente einer weiterfihren-
den Verallgemeinerung enthalt.



L"31/42411 XXIV,., Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik
3. stufe (Bezirksolympiade)
Lésungen und Punktbewertung
Olympiadeklassen 11/12 - 2, Tag =~

241234) Lésung: 5 Punkte

Fur jede reelle Zahl z mit 1 § z 5§ 5 gilt:

Ein Punkt mit den Koordinaten (x;y) ist genau dann Schnittpunkt
der genannten Geraden und der Parabel, wenn er beide Gleichungen

y = %x HUZ, : (1)

y = 2x? (2)
erfillt, Das gilt genau dann, wenn x die Gleichung
gjeda 1 e

X - EX - -EZ = 0 . (3)

erfillt und y gem&B (1) oder - was dann dasselbe besagt - gemaB
(2) zu x gehdrt. Die Gleichung (3) hat genau die beiden Zahlen

"1;2"1‘%1 - +%z'= (1 1VT + 722) (4)
als Losung, da der Radikand wegen z 2 1 positiv ist.-
Durchlauft z alle Werte mit 1 S z S 5, so durchlduft 1+72z alle
Werte mit 73 § 1+72z § 361, und daher durchlaufen X1, x5 alle

Werte mit

15(1 +V73) 5 x, 5 g5(1 + V361)

(5)
bzw. 5(1 - V361) £ xp % 5(1 - 773).
wegen 82<73<92 und 361 = 192 gilt ferner 8<V73 < 9 und
4361 = 19, woraus man die Ungleichungen
0 < p(1 + V7B)<1<yH(1 +VF61) < 2
(6)

und - 2<T%(1-‘1f£1)<— 1<Té(1-1/7_3)<o

erhalt.

Nun erfullt eine reelle Zahl z genau dann die Bedingung der Auf-
gabe, wenn mindestens eine der in (4) genannten Zahlen x,, X
eine ganze Zahl ist. Nach der Aussage iUber (5) ist dies - wie
man unter Bericksichtigung von (6) erkennt - genau fur diejeni-
gen Werte z der Fall, fur die sich aus (4) entweder

30 09 59-1 ' 1
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Xl =1 (7)
oder

Xy = = 1 (8)
ergibt.
Aus (4) ergibt sich aber genau dann (7), wenn T%(1 + V1+72z) = 1,

h. Vi+72z = 11 gilt, was genau fir 1472z = 121, d. h. genau

far | »

z-3 , (9)
zutrifft,
Aus (4) ergibt sich genau dann (8), wenn T%(l -V1+72z) =-1,

h. Vi+72z = 13 gilt, was genau fir 1+72z = 169, d. h. genau

far . K

z-% : (120)
zutrifft,
Da beide Werte (9), (10) auch 1 § z £ 5 erfillen, haben genau
diese beiden Werte von z die geforderte Eigenschaft.
Die zugehérigen Schnittpunkte mit ganzzahligen Abszissen haben
nach den Feststellungen iiber (7), (8) sowie (9), (10) und (1)
(oder (2)) die Koordinaten

(1;2) bzw. (-1;2).

Méglich ist auch ein graphischer ‘Lésungsweg:

Die Geraden mit Gleichungen y = 3% + 2z (1§z55) erfullen den
streifen zwischen y = éx + 1lundy = éx + 5 (Abb. L 241234),

In diesem Streifen hat die Parabel als Punkte mit ganzzahliger
Abszisse genau die Punkte P,, P_, mit den Koordinaten (1; 2) bzw.
(-1;2). Die durch P,, P_, gelegten Geraden mit dem Anstieg 3
haben den y-Achsen-Abschnitt z = 3 bzw. z = 3, wie man z. B.

nach Abbildung L 241234 aus 3 = YZ, : VB, erhalt (Y bzw. Z, mit

den Koordinaten (0;2) bzw. (0;2- %) (v = Ly,
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| 5 |
| |
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/‘/ \
Abb, L 241234 ! ! X
' ~Z =1 O 1 2
241235) Losung: 7 Punkte

1.

_Die geforderte Gleichung lautet a

Fall’yiblie=! a7

Die geforderte Gleichung lautet a+l = ac, di’h. afc=1) = 1.
Das gilt im Bereich der natirlichen Zahlen a 2 ‘

genau/ fur a = c-1.= 1, d./'h, & = 1,'cii=i2},

Falli ‘bl = 2, e="1¢

Far alle a ist (a-1)2 + 1 >0, also a2 + 2 > 2a; d. h., die
geforderte Gleichung gilt nicht.

Fall: b= 2, c'm 2, !

AR 4a, d. h.

82 ~ 4a + 4 = 0; dies gilt genau fir a = 2.
Fald b k2 ilciiw, |35, i
Die geforderte Gleichung lautet a%'h8 «'Eal dlin,

a2 - 6a + 8 = 0; dies gilt genau fur a
Fall: b = 2, c = 4,
Die geforderte Gleichung lautet a2+ 16 = 8a, d. h.

2'und -a, = 4.

a2 - 8a + 16 = O; dies gilt genau fir a = 4.
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6. Fall: b = 2, ¢ = 5.

Es gilt 2% 5 o
Beweislz
I. Es gilt 25:> 52, d. h. die Behauptung fiur c = 5.

II. wenn 2° > c2 fur einc 2 5 gilt, so folgt

2c+1>2c2 =l s 3c > c2 23 2C T (c+1)2
Also gilt a2 - 2ac + 2° > (a-c)2 2 0 und daher a
d. h., die geforderte Gleichung gilt nicht.
7. Fall: b 23, —2> apl. el

Fur alle a,c 2 gilt2

- + %> 2ac;

al
(80 + BE)7 Si4"PES B a%pRigseSt, ¢ (1)
Ferner gilt
atatntis e (2)

Beweis:
1. Es gilt 4.9° > 12; d. h., die Behauptung (2) gilt fur c = 1.
II. wenn 4.9°°1 > ¢2 fur e1n cz1 gilt, so folgt:
4:0° & 4,92 ¥ L 00 pEnG e 28y of (3)
Ferner ist 9> 2¢c + 1. (Beweis hierzu:
I. Es ist 9 > 2-1 + 1, :
II. Aus 9% > 2c + 1 folgt e S (PET- L W P T 3i)
Also ergibt sich aus (3) weiter 4:9%362 420 4 1 = (c+1)2
Damit ist (2) bewiesen, und aus (1) ergibt sich
(a + b°)2>»a b c2, also a® + b° > abc; d. h., die geforderte
Gleichung gilt nicht. .
Da in den Féllen 1 bis 7 alle Tripel positiver natirlicher Zah-
len erfaBt sind, ist bewiesen: Die gesuchten Tripel sind genau

(a,b,c) = (1,1,2),0(2:2:2)5%: (2:2,3),1(4,255) (4,204

(o}

1 Die Aussage 2° > c? fir alle natirlichen ¢ 2 5 kann auch als
bekannt zitiert werden,

2 Die hier verwendete Ungleichung (x+y) 2 4xy kann entweder
als bekannt zitiert oder aus (x-y)2 Z 0 bewiesen werdén. Der
Ansatz mit dieser Ungleichung 1l&Bt sich auch durch weitere

Unterscheidung von Unterféllen des Falles b > 3 vermeiden.
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241236) Loésung: 8 Punkte
Dig“?&eichung (1) ist genau dann erfillt, wenn

Fin) = (mo)" + (335)" = (1 - )" + (1 + 155)" > 3% = 2,04

ist. (2)
Nun gilt nach dem binomischen Satz

(1 - Iéu)n =1 - (D-0.01+ ().0,01%

Al

(3)-0.02% wi(Bye000t ¥ L.

+

(-1)"(m)-0,01",

e

n
(1 +q55) =1+ (7)-0,01+ (3)-0,01% + (3)-0,01% + (4)-0,01

+

(n)-0,01";

Also gilt fur n = 0,1,2,3,...

4

F(n) = 2 {1 +(3)-0,01%:(})-0,01* + ... s(1e(=1)") e (M).0,01"}, ¢ (3)

F(n) > 2 {1 + (})-0,012}.

Daher ist F(n) > 2,04, wenn 22=1) . 0,012 > 0,02, also

n(n-1)>400 ist, Das trifft fur n 2 21 zu,

Fir alle natiirlichen Zahlen n mit n 2 21 ist also die Unglei-
chung (1) erfullt.

Fir n = 20 gilt wegen (3)

F(20) = 2 + 20-19.0,012 {1 + 23337

. 0,012 . s}, wobei

O LY ot B

. 16-15...-2-1 ;41

605 Y .

e addn 16:15 : 0'0-12 o 16:15-14-13

6

2 4 16

30,0125 42.0.01% + i.i v 4 ;)
\

s<14+ 4 L 7 e

1 100
<1-0,0016 < 99 °F-

2

s <1+ 0,0016 + 0,00162 + ... + 0,0016°

Daraus folgt

F(20) < 2 + 0,038 {1 + 0,00255 - 3%8}<:2,o38 + Q080:3

< 2,038 + 0,0002 < 2,04.
Fiir n = 20 ist also die Ungleichung (1) nicht erfallt.
wegen (3) gilt ferner far n = 0,1,2,3,..., 19
F(n) < F(20) < 2,04 :
Daher ist fir alle natirlichen Zahlen n mit n £ 21 und nur fir
diese die Ungleichung (1) erfullt.

1\



