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Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, missen alle
verwendeten Aussagen prézise formuliert und bewiesen
werden, Der Losungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen,
Konstruktionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar
sein. Die Gedankengédnge und Schlisse sind in logisch
und grammatisch einwandfreien S&tzen darzulegen.

241221
Es sei (a ) diejenige Zahlenfolge, fur die
’ a, = 2 .

an2 + 1
und Bn+1 = W (n = 1, 258 ..-),
gilt.

a) Berechnen Sie a, und Sy und beweisen Sie, daB a > 1 fur
alle’ nim 1,250 BLiIC Sor gddt) :
b) Bewe;sen Sie, daB die Folge (a,) streng monoton fallend ist!
N
241222
Ermitteln Sie alle diejenigen Paare (x;y) reeller Zahlen, die
das folgende Gleichungssystem (1), (2) erfullen!

xzy2 + x2 4 y2 - 6 = 9xy, (1)
(% '+ y)Z % 36 (2)
241223

Man prife, ob es eine natirliche Zahl n und ganze Zahlen ag.
84+ .., 8, gibt, so daB fir |
n-1

o !
p(x) = B XA g X + ...+ a4X + oag

sowohl p (7) = 1985 als auch p (3) = 1984 gilt!
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241224

a) Beweisen Sie, daB in jedem rechtwinkligen Dreieck fur die
Seitenléangen a, b, ¢ und die Hohenléngen ha.‘hb. hc die
uUngleichung

3. (2+«b%+c®)24- (h2+n24n3 (1)

gilt!

b) Untersuchen Sie, ob (1) auch in jedem sp;tzwinkligen Dreieck
giltl

Gibt es a) rechtwinklige, b) spitzwinklige Dreiecke, fir die in

(1) das Gleichheitszeichen gilt?



L 1dy/a2
XXIV. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
2, Stufe (Kreisolympiade)
Lésungen und Punktbewertung
Olympiadeklassen 11/12

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Ldsungen fir die
1. stufe gelten auch fiur die 2. Stufe. ;

241221) LoOsung: 9 Punkte

2
a)Es ilt a =81+1=4+135
9 g NeTAs - Gl it

az+1

2 25 S 17
33 = 32—1--1_ = (—g + 1) :) (3 + 1) = (25 i 9):(15‘.‘9)' I'Zo
Ferner gilt: ,, v
(I) Es ist a4 = 2 > 1.
(I1) Wenn fir eine natirliche Zahl n 2 1 die Ungleichung a, > 1
gilt, so folgt
e
8" > #n
aﬂ2 + 1>an + 1

und daraus, da wegen a_ > 1 erst recht a

a2+1

n
g ke At
d. h, 8n+1>1'

Mit (I) und (II) ist durch vollsténdige Induktion bewiesen,
daB a, >Si1ofontalle, niw il 280 000 Ggilt

b 4> 0 gilt,

b) Fir jedes n = 1,2,3,... gilt nach a)
1<a,,

2 2
also a “ + 1<an +a, =a(a +1).

Hieraus folgt, da wegen a, > 1 erst recht a + 1> 0 ist,

az+1

n
a, + 1 <an'

¢

d.. h. a 1< 8y w.z.b.w,
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241222) Loésung: 10 Punkte

I. Wenn reelle Zahlen x und y das Gleichungssystem (1),(2) er-
fallen, so folgt:

Nach (2) ist x2 + y2‘= 36 - 2xy. Setzt man dies in (1) ein, so
ergibt sich )

xzy2 + 36 - 2xy - 6 = 9xy,

x2y2 - 11xy + 30 = O.
Die Zahl z = xy erfullt also die Gleichung 2° » 11z .+ 30 = 0.

Daraus folgt z = 1% i é%l 30 l% + E' ds his

Xy =5 oder Xy = 6.
Nach (2) gilt ferner x + y =16, also
y=—6—x. (3)
Setzt man (3) zundchst in xy = 5 ein, so folgt

x‘(—6 - x) =5,

x2'% 6% +'S = o,

x =23iya-s=23212
(wobei die beiden Doppelvorzeichen unabhéngig voneinander gewdhlt
werden koénnen), also
x =5 oder x =1 oder x = =1 oder x = - 5,
Hieraus und aus xy = 5 erhdlt man jeweils zugehérig
y=1 bzw. y=5 bzw. y =« 5 bzw, y = - 1,
Setzt man andererseits (3) in xy = 6 ein, so folgt

(*6-x)=6,

x2 T'6x +. 6.9 0,

x' = &m oy Jig g it 3 Ry

Hieraus und aus xy = 6 folgt

Gk (o2
Pl ) _]F" 2

(jeweils sowohl im ersten als auch im zweiten Doppelvorzeichen mit

y = f§ﬁ=13$3
der gleichen Wahl zwischen oberem und unterem Zeichen wie bei x).

Daher kénnen nur die Paare
(5:1),(155), (=115 =" 5),  (=453.=: 1Y,
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(3 3 -¥3). (3 -V3: 3 «¥3). ’
(- 3+V3; = 3-V3), (-3-Y3:-3+Y3) (5)
das Gleichungssystem (1),(2) erfullen.

% y2 = 26, also ist (1) mit

+y2 -6 =25+ 26-6m= 45 = 9xy

II. Fur die Paare (4) gilt xy = 5, x
x2y2 4 x2

erfullt.

Fur die Paare (5) gilt xy = 9 = 3 = 6,

x2+y2=9+6ﬁ+3+9-6ﬁ+3-24,

also ist (1) mit

x2y2 + x%2 + y2 _ 6 = 36+ 24 - 6 = 54 = Oxy

erfallt,

Fir alle Paare (4),(5) gilt x + y = I 6, also ist (2) erfullt.

Mit I, und II. ist gezeigt, daB genau die Paare in (4) und (5)
das Gleichungssystem (1),(2) erfullen. '

241223) Loésung: 10 Punkte

Angenommen, es gébe eine natirliche Zahl n und ganze Zahlen

8y:84,...,8, 80, daB fir p(x) sowohl p(7) = 1985 als auch

p(3) = 1984 gelten wirde. .

Dann miBte p(7) = p(3) = an (7n - 3") + a4 (7""1 -3
) ; + a; (7-3) gelten.

Da fiur beliebige reelle Zahlen a und b und beliebiger natirlicher

Zahlen k die Beziehung

e (a-b)(ak'1 N T Y bk'2+bk-1) gilt, muBte

p(7) - p(3) durch 7-3, also durch 4 teilbar sein.

Dies steht im Widerspruch dazu, daB andererseits p(7) - p(3) = 1
ist und 1 nicht durch 4 teilbar ist,

Es gibt also keine natirliche Zahl n und keine ganzen Zahlen

n-1) ST

8g¢ 890 cees 8- mit der verlangten Eigenschaft.

'241224) Lésung: 11 Punkte

a) Hat die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks die L&nge c
und wird sie durch die zugehdérige Hohe in Abschnitte der Lé&n-

gen p und q zerlegt, so ist nach dem Satz des Pythagoras
c® . m A% 4 b2, hc2 Sl g0 p2 =B q2. Ferner gilt h_ = b und

h, = a. Damit gilt in jedem rechtwinkligen Dreieck
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b)

362 + 362 + 3c2 - an 2 - an % - an 2
= 382 + 3b2 + 382 + 3b2 - 4b2 ~ 482 - 242 + 2p% 2b%+ 2q
= 2p2 + 2q2

>o0.
Ungleichung (1) ist hiermit fir alle rechtwinkligen Dreiecke
bewiesen. Zugleich ist gezeigt, daB es kein rechtwinkliges
Dreieck gibt, fur das in (1) das Gleichheitszeichen gilt.

Es sei ABC ein spitzwinkliges Dreieck. Die HohenfuBpunkte

Hoe Hp H liegen dann auf dem Seiten BC, CA bzw. AB, und far
die L&ngen BHa = a,, HaC = a5, CHb = bl' HbA = b2, AHc = Cy,
HCE = ¢, gilt

a, + a, = a, by + b, =b, c; + ¢, =c. (2)

Nach dem Satz des Pythagoras gilt ferner
et ha2 A 312. b2 haz 3 a22,
b2 o bzz'
b2 = hc2 + c12, a2 = hc2 + c22.
Addiert man diese sechs Gleichungen, so ergibt sich nach
Multiplikation mit 2

2 2 2 2
a“ = hb + b1 o ST .y

4(a%+b%+c?) = a(hZ+hZenZ)e2(adrad)+2(bIrb3)+2(c2+c3). (3)

Nun gilt wegen (a, - a2)2 2 0 die Ungleichung 312+a§ 2 2aja,,

also 2(312 + 322) 2 (ag + 82)2 AN (4)

und analog 2(b12 + b22) 2 b2, (5)
2

2(0,% v 6 552 R, (6)

Damit folgt aus (3)

4(a+b%c?) 2 a(h Zr h 2 h 2)e(aPebPee?);
d. h., (1) gilt auch flurjedes spitzwinklige Dreieck.
Es gibt spitzwinklige Dreiecke, fiir die das Gleichheitszei-
chen in (1) gilt. Im gleichseitigen Dkeieck gilt n&mlich
a=b=cund h, =hy=h, = %'v3, woraus (1) mit dem Gleich-
heitszeichen folgt. i

2
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Bemerkungen:
Das Gleichheitszeichen gilt nur in gleichseitigen Dreiecken.

Denn wie man der obigen Herleitung entnimmt, gilt das Gleich-
heitszeichen in (1) nur dann, wenn es in (4),(5) und (6) gilt.
Das aber ist nur fir a; - a, = b, - b2 =cy-¢Cy=0 der Fall,
woraus folgt, daB A ABC sowohl mit b = ¢ als auch mit ¢ = a
als auch mit a = b gleichschenklig, d. h. gleichseitig ist.

Auch den umgekehrten SchluB hétte man im obigen Lésungsweg unter
Nutzung des Gleichheitszeichens in (4),(5),(6) (statt der Ver-
wendung von h = %'VE3 durchfiihren kénnen.

Der in b) gegebene Beweis (einschlieBlich der ebengenannten Dis-
kussion des Gleichheitszeichens) bleibt auch fur rechtwinklige
Dreiecke moglich. Gestaltet man ihn so, so eribrigt sich eine
gesonderte Behandlung von a).

Die Ungleichung (1), ohne Zulassung des Gleichheitszeichens,

gilt auch fur stumpfwinklige Dreiecke. Bei diesen tritt ndmlich -
bei sonst unverénderter Herleitung vermittels (3) - in (2) zwei-
mal anstelle des Gleichheitszeichens ein GréBerzeichen auf; daher
gilt auch in zwei der Beziehungen (4),(5),(6) das GroBerzeichen.
Diese Aussagen werden vom Schiuler nicht verlangt.



Empfehlung fir die Punktverteilung

oKL 11/12 Gesamtpunktzahl: 40
241221 9 Punkte
a) Berechnung von a, und a, 2 Punkte
Nachweis fir a > 1 4 Punkte
b) 3 Punkte
241222 ] 10 Punkte
I. Nachweis, daB die Paare (4) als Ldsungen
in Frage kommen 3 Punkte
Nachweis, daR die Paare (5) als Ldsungen
in Frage kommen | 4 Punkte
II. Nachweis, daB die Paare (4) das Gleichungs-
system erfiillen 1 Punkt
Nachweis, daB die Paare (5) das Gleichungs-
system erfiullen 2 Punkte
241223 . 10 Punkte
241224 : 11 Punkte
a) Nachweis der Gultigkeit von (1) in recht-
winkligen Dreiecken 4 Punkte
Bemerkung, daB bei rechtwinkligen Dreiecken
in (1) das Gleichheitszeichen nicht gilt 1 Punkt
b) Nachweis der Gultigkeit von (1) in spitz-
winkligen Dreiecken 5 Punkte
Nachweis, daB bei gleichseitigen Dreiecken
in (1) das Gleichheitszeichen gilt 1 Punkt
¥



