A 10;I XXIV. Olympiade Junger Mathematiker

der Deutschen Demokratischen Republik
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 10 - 1, Tag -

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, missen alle
verwendeten Aussagen pr&ézise formuliert und bewiesen
werden. Der Ldsungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen,
Konstruktionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar
sein, Die Gedankengénge und Schlisse sind in logisch
und grammatisch einwandfreien S&tzen darzulegen.

241031

In einer Diskussion Uber die Anzahl von Kurvenschnittpunkten
behauptet Anne, ausgehend vom Beispiel der Kurven mit den Glei-
chungen y = cos x und y = % x2 ~-1: "Die Kurve c mit der Glei=-
chung y = cos x hat mit jeder quadratischen Parabel genau zwei
Schnittpunkte.*”

Bernd behauptet dagegen: "Es gibt auch eine quadratische Parabel,
die mit der Kurve c genau 10 Schnittpunkte hat."

Untersuchen Sie sowohl fir Annes als auch fiur Bernds Behauptung,
ob sie wahr oder falsch ist!

241032
Beweisen Sie, daB fiur alle reellen Zahlen x, die gréBer als 1
sind, die folgenden Ungleichungen (1) gelten!

2( Vx+1 - 1x) < L<2(¥x - V=-1) 4 (1)
Vx
241033

Die Abbildung A 241033 und das Arbeitsblatt zeigen das Bild
A*B°'C°'D'E'F'G'H' eines Wirfels ABCDEFGH in schréger Parallel-
projektion sowie die Bilder Mi® Mz', M,® der Mittelpunkte My,
Mz. M3 der warfelkanten DA, DC bzw. DH.

Ein dreiseitiges Prisma, dessen Grundfléche MMM, sei, habe

als Seitenkanten Strecken MNgo MoN, und M,N die parallel zu DF

g
verlaufen, Die Deckfléche NN des Prismas liege so weit auBer-

3
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Abb. A241033

halb des Wirfels, daB das Prisma in
seinem Innern den Punkt F enthélt.

Konstruieren Sie auf dem Arbeits-
blatt die Bilder der Schnittlinien,
die die Oberfléche des Prismas mit
der Oberflache des wirfels hat!
Beschreiben Sie Ihre Konstruktion
und beweisen Sie, daB eine nach
Ihrer Beschreibung durchgefihrte
Konstruktion die Bilder aller ge-
nannten Schnittlinien ergibt!
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A 10;II XXIV. Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik

3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 10 - 2. Tag =

241034 Y
Jemand sucht natidrliche Zahlen, die sich als Summe zweier Qua- .
dratzahlen darstellen lassen. Er findet z. B., daB sowohl jede
der Zahlen 89 und 90 als auch ihr Produkt 8010 diese Eigenschaft
hat.
a) Bestatigen Sie, daB sich jede der Zahlen 89, 90 und 8010 als
Summe von jeweils zwei Quadratzahlen darstellen 1l&Bt!
b) Beweisen Sie den folgenden allgemeinen Satz!
Wenn s und t jeweils eine natlrliche Zahl mit der Eigen-
schaft ist, sich als Summe von zwei Quadratzahler. darstel~
len zu lassen, dann hat auch stets die Zahl s-t diese
Eigenschaft.

241035 3

a) Zeichnen Sie ein beliebiges Dreieck ABC, verlangern Sie AC
Gber C hinaus bis zu demjenigen Punkt C*, fir den AC' = 3-AC
ist, und konstruieren Sie auf BC' denjenigen Punkt Y, fur
den BY = 2.C°'Y gilt! Der Schnittpunkt von AY mit BC sei X.

b) Beweisen Sie, daB die\ in a) verlangte Konstruktion fir jedes
Dreieck ABC auf denselben Wert des Verhaltnisses BX : TX fuhrt!
Ermitteln Sie diesen Wert! g

241036 :

Man ermittle fur jede Funktion f, die die folgenden Eigenschaf-
ten (1),(2) und (3) hat, die Funktionswerte f(0), f(-1) und f(;).
(1) Die Funktion f ist fur alle reellen Zahlen definiert.

(2) Es gilt f(1) = 2. {

(3) Fur alle reellen Zahlen a und b gilt f(a+b) = f(a)-f(b).

30 09 59-1 1



). 201 XXIV. Olympiade Junger Mathematiker

: der Deutschen Demokratischen Republik
3. étufe (Bezirksolympiade)
Ldsungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 10 - 1, Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Lésungen fiur die
1. Stufe gelten auch fiur die 3. Stufe.

241031) Ldsung: 5 Punkte
Es geniigt z. B,, die quadratische Parabel q mit der Gleichung

/= T%? x2 und die Kurve ¢ zu betrachten. Fiir sie gilts

In jedem der Intervalle [0;m], [2m3n], [4n;51] haben q und ¢
genau einen Schnittpunkt; denn am, linken Endpunkt liegt
unterhalb c, am rechten Eckpunkt liegt ¢ unterhalb q, und in
diesen Intervallen ist c fallend und q steigend.

In jedem der Intervalle Em;%ﬂj i [3ﬂ;%¢{]liegt kein Schnittpunkt

S0< I%g x2 unter-

von q und c; denn dort liegt c wegen cos X
halb q.

In jedem der Intervalle n.zn ﬂ,4ﬂ liegt genau ein
Zz 2

Schnittpunkt von q und c; denn am linken Endpunkt liegt c unter-
halb q, am rechten Endpunkt liegt q unterhalb c (wie bereits
festgestellt), und in diesen Intervallen sind zwar q und c beide
steigend, aber g von unten betrachtet konvex und c konkav.

Im Intervall [5m;+ ) liegt kein Schnittpunkt; denn wegen 13 < 51

gilt I%g x2 2 Iég . (51)2 > 1 2 cos x.

Somit haben q und ¢ im Intervall [0;+ ) genau 5 Schnittpunkte;
bei Spiegelung an der y-Achse findet man genau 5 weitere.

Jamit ist gezeigt: Annes Behauptung ist falsch, Bernds Behaup-
tung ist wahr.

1 Beweis: Wegen 4 <13 gilt Iég 408

<185 -(21'[’,)2<Té-§‘ -(417,)2<1 =

= cos O = cos 2= cos 4T,

2 Beweis: Es gilt cosT = cos 3t = cos 57 <0 < Iég vi g8

< 155+ (M7 < g5 - (50)°
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241032) gk 6sung: 7 Punkte
Da x > 1 gilt, sind alle auftretenden Wurzeln sowie der Bruch 3
definiert. 7%

Die Behauptung (1) ist bewiesen, wénn fir alle x > 1
2VxVx+1 - 2x < 1 < 2x - 2VxVx-1
gezeigt ist., Dies folgt, wenn man
2¥x¥x+1 < 2x+1 und 2VxVx=-1 < 2x-1
bewiesen hat, Dies wiederum ergibt sich aus (x>0, x+1 > 0,
x-1 > 0 sowie) 2x+1 > 0, 2x-1 > 0 und

4(x2 +iX)s (2x+1)2 und 4(x2 -x) < (2x-1)2.
Diese Ungleichungen aber treffen wegen

2 2

4x° + 4x < 4x° + 4x + 1 bzw..4x2 - ax <ax? - 4x + 1

fur alle x (>1) zu, Damit ist der verlangte Beweis gefiihrt.

Hinweis zur Korrektur: Man beachte, ob die erforderliche SchluB-
richtung angegeben ist (wie im vorstehenden Text z. B, beim
SchluB von “unten® nach “"oben" durch entsprechende Textgestal-
tung). Ferner beachte man, ob (z. B. zum Quadrieren von Unglei-
chungen) erforderliche Vorzeichenvoraussetzungen beriicksichtigt
wurden, So ist fir den vorstehenden Lésungsweg mindestens die
nicht selbstversténdliche Feststellung 2x-1 > O zu nennen, ohne
die ein SchlieBen von p < (2x—1)2 (mit p > 0) auf Vp < 2x-1
falsch wére. v

241033) Lésung: 8 Punkte

Die Grundflache M1M2M3 des Prismas hat mit der Oberfléache des
Wirfels genau die Strecken MyM,, M2M3 und M3M1 gemeinsam, Die
Deck flache N1N2N3 enthédlt keinen Punkt der Wiarfeloberflache.

Legt man einen Wirfel der Kantenliénge %KE so, daB er A als Ecke
hat und daB seine von A ausgehenden Kanten Teilstrecken von AB,
AD und AE sind, so ist M; eine Ecke dieses Wurfels, und als
gegeniiberliegende Ecke ergibt sich der Mittelpunkt P, des Quadra-
tes ABFE (Abb. L 241033a). Daher gilt MyP4 Il DF; d. h., P, ist
derjenige Punkt, in dem die Prismenkante M;N; die Wirfelober-
flache zum zweiten Mal (auBer in M,;) durchstéBt. Entsprechend
durchstoBen die Kanten MoN, und MzN die Wirfeloberfliche in den
Mittelpunkten P2 bzw. P3 der Quadrate BCGF bzw. EFGH.



I 10/ T

Legt man einen Wirfel der Kantenlénge %KE so, daB er B alg Ecke
hat und daB seine von B ausgehenden Kanten Teilstrecken von BA,
BC und BF sind, so ist der Mittelpunkt Z12 der Strecke M1M2 eine
Ecke dieses Wirfels, und als gegeniberliegende Ecke ergibt sich

derjenige Punkt Q,, auf BF, fir den 5512 = %KF gilt

(Abb. L 241033b). Daher gilt Z,,Q,, Il DF, also liegt die Strecke
212012 in der Seitenfléche M1M2N2N1 des Prismas. 'Somit sind
P1012 und lePz die (auBer M1M2 noch auftretenden) Schnittlinien
dieser Seitenfléche mit der Oberfléche des Wiirfels. Entsprechend
gilt: Sind Q3 und Q34 diejenigen Punkte auf FG bzw. EF, fur die
TQy; = B0y - %KE gilt, so sind PpyQys. Qy3Py bZW. P30y, QpqPy
die (auBer M Mz, M;M; auftretenden) Schnittlinien der Flachen
M2M3N3N2 bzw. MM NgN; mit der Oberflache des Wirfels.

Damit ist bewiesen, daB eine nach der folgenden Beschreibung
durchgefiihrte Konstruktion die gesuchten Bilder der Schnitt-
linien ergibt: Man konstruiere die Bilder Pi', Py's Pg' der Mit-
telpunkte Py P2' P3 der Quadrate ABFE, BCGF, EFGH, d. s. die
Diagonalenschnittpunkte P *, P,', Py der vierecke A'B'F'E",
B'CYG F°® “EF G "H" %

Ferner konstruiere man diejenigen Punkte 012', Q23'; 031' auf

F*'B*, F'G* bzw. F'E', fur die F'Q,.° = 12 z"‘E" F"E""’ ZF"E"

bzw. F'ﬁ Z F'E' gilt. )
Dann sind das Dreieck M1 2'M3' und das Sechseck Pl'le'Pz'st'P3'Q31'
die gesuchten Bilder der Schnittlinien.

E

Abb. L 241033a Abb. L 241033b
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Abb. L 241033c

Andere Lésungsmdglichkeiten:
1. Nach Einfihrung eines Koordinatensystems, etwa mit D = (0,0,0),
A = (1,0,0), C = (0,1,0), H = (0,0,1), berechnet man DF = (1,1,1),

My = (%,0,0) und dann P, = (x,y,z) als Schnitt von M;N, il DF mit

der Ebene x = 1, also vermittels M:‘_PE1

(x,y.2) = (% + t,t,t) und % + t = 1, Man erhélt t = %, Py = (1,%,%)
und analog P

= teDF und x = 1, d. h.

P
e
Ferner wird gie Ebene durch MgMys Nyu Ny aufgespannt von

MI“;: (- %, é, 0) und Mlﬁi ||5%; somit erhalt man Q5 = (u,v,w)

als Schnitt von BF mit dieser Ebene, also vermittels
Dsz = D8 + s.BF = DM, + p-MleE + q-DF, d. h.
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(u,v,w) = (1,1,8) = (2 - 3P + a, 3P + q, q).
Man erhélt p = %, qQq=18a=a %, Q5 = (1,1,%) und analog 023, Q31.

2, Man konstruiert eine orthogonale Ein- oder Zweitafelprojektion
des Wiurfels (in geeigneter Lége zur Projektionsrichtung) und
darin nach bekannten Verfahren der darstellenden Geometrie den
Schnitt Py der Geraden durch Mq parallel zu DF mit der Ebene
durch A, B, F, E sowie den Schnitt der Geraden durch B,F mit

der Ebene durch Mys Ny parallel zu DF sowie analog P2,P3,023,Q31.
Bei dem fur die Richtigkeit dieser Konstruktion zu erbringenden
Beweis zitiert man als Satz, daB diese Verfahren jeweils den be-
treffenden Schnittpunkt liefern, sowie (fir die Ubertragung aus
der Zweitafelprojektion in das Arbeitsblatt) den Satz, .daB bei
Jeder ParallelpHojekFion die Teilverhdltnisse unveréndert blei-

ben.

Hinweis zur Korrektur: Werden im Beweis Aussagen Uber die Lage

des Schnittpunktes zweier Geraden gemacht, so ist zu prufen, ob
durch die Beweisfiihrung iUberhaupt erst einmal eine windschiefe
Lage der Geraden ausgeschlossen wird. Eine Méglichkeit hierzu
besteht (wie im obigen Beweis beim Schnitt von BF mit der Prismen-
seitenlinie durch Z,,) darin, zuerst den Schnittpunkt (hier Q45)

auf anderem Wege (als Punkt auf BF mit 5012 = %AB) zu definieren
und dann nachzuweisen, daB er auf beiden Geraden liegt (auf BF
nach Definition, auf der Seitenlinie wegen Z,504, Il DF).



%1013 XXIV. Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik

3. Stufe (Bezifksolympiade)

Lésungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 10 - 2. Tag -

241034) Losung: 6 Punkte

a) Es gilt 89 = 52 + 82, 90 = 3% + 92 gowie
8010 = 572 +‘692 - 22% 4 g7° (es geniigt, von diesen beiden
Darstellungen eine anzugeben).

b) Nach Voraussetzung gibt es ganze Zahlen a, b, ¢, d mit
> :

s =8+ bPund t = c2+ d2. Daraus' folgt
PRSI W
- aTeR 4 nedR 2abcd + 2abed + a2d? + b2c?
= (ac - bd)2 + (ed + bc)25
Da mit a,b,c,d auch ac - bd und ad + bc ganze Zahlen sind,
ist hiermit die genannte Eigenschaft von s.t nachgewiesen,

241035) L6sung: 7 Punkte
a) b) Fir jedes Dreieck ABC und die

hierzu nach a) konstruierten
Punkte C*, Y und X gilt:

Ist D der Schnittpunkt von AY

mit der Parallelen durch C zu BC*,
so folgt aus dem Strahlensatz

Ch = éETV = éﬁ? und daher

BX : TX = BY : TD = 6.

Damit ist der verlangte Beweis
gefuhrt und der gesuchte Wert

von BX : CX ermittelt,

A

Abb. L 241035
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Bemerkung: Mit dem (z. B. aus 211032 zu zitierenden Satz) des
Menelaos, angewandt auf das Dreieck BC°C, das von der Geraden
durch A und Y geschnitten wird, erhalt man als Beweisweg zu b)

A

&
K

BX-CA.C'Y = BY.C'A.CX, also 2= = 28 .2 .3 a8,
CXilCuY .\ CA
241036) Losung: 7 Punkte

Fir jede Funktion f mit den Eigenschaften (1), (2), (3) gelten
die folgenden Aussagen: ¥
I. Es gilt f(0) = 1.

Beweis: Nach (2) und (3) gilt 2-f(0) = f(1)-f(0) = f(1+0) =
= f(1) = 2 und daher f(0) = 1.

II. Es gilt f(-1) = 3.

Beweis: Nach (2), (3) und I. gilt

2.f(-1) = f(1).f(-1) = f(1 + (-1)) = f(0) = 1, also

f(-1) = 3. :

III. Es gilt f(5) = V. :
Beweis: Durch wiederholte Anwendung von (3) und aus (2)
folgt
(F3)7 = FG)F G e F(F) = F(G+ 5w e+ ) = F(1)
also f(3) = Py

7
Iv. Es gilt f(3) = V8.
Beweis: Durch wiederholte Anwendung von (3) und aus III,
folgt

7 7
1@ = a3 d) csdredrird - 1dN3 - V23 - Ve

Mit I., II. und IV. sind die gesuchten Funktionswerte ermittelt,



