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Olympiadeklasse 8

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekahnt.aind, missen alle
verwendeten Aussagen prézise formuliert und bewiesen
werden, Der Lisungeweg (einschlieflich Nebenrechnungen,

' _Konstruktionen, Hilfslinien) wuB deutlich erkennbar
sein, Die Gedankengénge und Schlisse sind in logisch
und grammatisch einwandfreien S#tzen darzulegen.

240821 Y

Klaus berichtet Uber alle'fage seines Aufenthaltes im Ferien-

lager: ; s

(1) An jedem Vormittag war das Wetter entweder durchgehend son=-

nig oder durchgehend regnerisch, ‘ ' )

(2) An jedem Nachmittag war das Wetter entweder durchgehend son-
+ nig oder durchgehend regnenisch. '

(3) An genau sisben Tagen kam regnerisches Wetter vor,

(4) Wenn.es nachmittags regnete, war es Qormittags sonnig.

(5) An genau finf Nachmittagen war es sonnig.

(6) An genau sechs Vormiftagen war es sonnig.

Stelle fest, ob sich aus diesen Angaben die Anzahl der Tage, die

Klaus im Ferienlager war, eindeutig ermitteln 1l#&8t! Ist dieg aer

* Fall, so gib diese Anzahl anl Gib ferner eine (nach den Angaben)

moégliche Verteilung sonniger und regnerischéf Vor- und Nechmit-

tége ant y i

240822 o :

Es sei ABC eiq Dreieck; die GroéBe des Winkels < BAC betrage 30°

Beweise, daB unter dieser Voraussetzung die Lénge der Seite BC

gleich dem Umkreisradius r des Dreiecks ABC istl

30 09 58-1 - : 1,



A8

240823 =

Ermittle alle diejenigen natlirlichen Zahlen x, die die Unglei-
chung ‘

11 7 15
m<z<ix
erfallen!

240824

Eine Blechtafel hat die in Abbildung A 240824 ersichtliche Ge-

stalt, wobei a, b und x gegebene Léngen sind. Die Tafel soll

léngs der gestrichelten Linie in zwei Teile zerlegt werdeﬁ, und
aus jedem Teil soll dann ein oben offener quaderfdrmiger Kasten
der Hohe x hergestellt werden. ) '

1, Berechne das volumen eines solchen Kastens, wenn a = 360 mm,

b = 120 mm, x = 25 mm gegeben sind!

2, Ermittle das Volumen eines solchen Kastens, dargestellt in
Abhéngigkeit von variablen a, b und x, die (wegen ihrer Bedeu-
tung als Léngen) nur positive Werte annehmen kénnen|

3. Es seien beliebige positive Werte a und b fest vorgegeben.
Ermittle in Abhéngigkeit von diesen a, b alle diejenigen Werte
far die variable x, mit denen es méglich wird; Késten der ge-
nannten Art herzustellen!
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Abb. A 240824
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Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Ldsungen fir die
1. Stufe gelten auch fir die 2. Stufe.

240821) Ldsungs 10 Punkte

Es sei x die Anzghl der Tége, an denen es vormittags und nach=
) mittags sonnig war,

y die Anzshl der Tage, an denen es vormittags sonnig und

nachmittags regnerisch
s war,

z die Anzahl der Tage, an denen es vormittags regnerisch
und nachmittags sonnig
war.,

Da es nach (4) keinen Tasg gab, en dem es vormittags und nachmit-
tags regnerisch war, folgt aus (1) und (2), daB jeder Tag genau
eine der drei bei x, y und z genannten Wetterverteilungen auf-
wies. Die gesuchte Anzahl der Tage, die Klaus im Ferienlager war,
ist somit x + y + z, Aus (3), (5) bzw. (6) folgt

y+zs=7,
X + Z = 5
bzw. X + Yy = 6.

Addiert man diese drei Gleichungen, so ergibt sich 2¢(x+y+z) = 18,
also x+y+z = 9, Die gesuchte Anzahl l&Bt sich also eindeutig er-
mitteln; sie betragt 9. )
weiter folgt X = 9=7 = 2, y = 9=5 = 4, 2 = 9«6 = 3 und damit fir
die Wetterverteilung: :
An genau 2 Tagen war es vormitfags und nachmittags sonnig,
an genau 4 Tagen war.es vormittags sonnig und nachmittags .regne-

: risch,

-an genéu 3 Tagen war es vormittags regnerisch und nachmittags

- ) * : sonnig.
Wie eine Oberprifung der Angaben (1) bis (6) zeigt, gelangt man
mit diesen Anzahlen zu einer (nach den Angaben) moéglichen Wetter-
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Verteilung, z. B;i in der folgenden Tabelle:

Tag - 1 l2|3|4]|5]|6|7|8]9

i SRR PR P .:-4---l NS RN SRR RN

vormittag | 8 | s | s | e | 8| s | r| | r

Nachmittag| s | s [ r| r | r| r|s|s]| s

240822) Lésung: 8 Punkte
Der Umkreismittelpunkt des Dreiecks ABC sei M, der Umkreis-

radius sei r. Im Umkreis ist d:BAC Peripheriewinkel iber der
Sehne BC und <):BMC der zugehdrige Zentriwinkel. Daher hat BMc
nach dem Peripherie-Zentriwinkel-Satz;die GréBe 2 « 30° = 60°
nach dem Innenwinkelsqtz, angewandt auf /\BCM, gilt also

IEC + IMCB = 120°.. : (1)
Ferner 1st wegen CM = BM = r das Dreieck BCM gleichschenklig mit
IMEC - IWCB. (2)

Aus (1) und (2) folgt 7{ﬁ§5 IMCE = 60°, also iat /A BCM sogar
gleichseitig, womit BC = r bewieepn ist.

1l -

Abb. L 240822

240823) Lésung: . + 10 Punkte :
Die geforderte Ungleichung ist genau dann erfillt, wenn die zwei
Ungleichungen :

#<Z (1)

1 Eine in dieser Weise detaillierte Aufzéhlung der Tage wird
nicht 'vom Schiiler verlangt.
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und I8 (2)
erfullt sind.

Fir natiirliche Zahlen x gilt (1) genau dann, wenn (%, d. h.
auch) x positiv ist und die Ungleichung 11x < 105 erfillt. Dies
gilt genau dann, wenn 0 < x <:lg§ ist, was wegen l%% -9 T% ge-
nau von den natiirlichen Zahlen x mit 0 < x 3 9 erfullt wird.
Fur natiirliche Zahlen x gilt (2) genau dann, wenn (; existiert,
d. h.) x > 0 ist und die Ungleichung 15x > 77 erfillt. Dies gilt
genau dann, wenn X >-%; ist, was wegen %é =5 T% genau von den
natiirlichen Zahlen x mit x = 6 erfillt wird. .

Also ist die Gultigkeit von (1) und (2) fir natirliche Zahlen x
gleichbedeuténd mit 6 S x $ 9 (d. h., die gesuchten Zahlen sind

genau die Zahlen 6, 7, 8 und 9).

Kiorzere Fassung des 1. Lésungsweges:
. Die geforderte Ungleichung ist nur fir positive Zahlen méglich,
und fiir diese ist sie &quivalent mit %§‘>~; )»%é, dies mit

l"-1)-?>x > -}E, und dies wird wegen 1‘%—; =9 Tg' {-E- =5 Tg genau von

" den natirlichen Zahlen x = 6, 7, 8, 9 erfullt.

2. _Ldsungsweg:

Es gilt auf zwei Dezimalen genau

1% = 0.73; 3 = 1.36. S

Ferner findet man bei Berechnung von Werten % auf zwei Dezimalen
genau (unter anderen) die Werte

15 = 0,70; % = 0,78 Z=1.17; £ = 1,40,
Daraus folgt '
7 7 11 7 7 15 -7 7
eee K T <:Ta‘< = <§-< feretelele <:g'< i <<g oeo L0
Also gilt die geforderte Ungleichung unter allen natiirlichen Zah-
len x genau fur x = 6, 7, 8, 9, >

Hinweise zur Korrektur:

1. Wurden (im 1. L&sungsweg) anstelle von Aquivalenzaussagen nur
in einer Richtung fihrende Schlusse gezogen (“aus (1) folgt
11x < 105, x < 9 I% ..." usw.), so ist anschliefend ein Nach-
weils der umgekehrten SchluBmdglichkeit erforderlich, z, B. als
Probe ("fir alle x = 6,7,8,9 gilt ..., also (1) und (2)").
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Ein Herleiten von Ungleichungen aus Dezimalbruchberechnungen
muB mindestens durch Genauigkeitsangaben (etwa wie im 2. L&-
sungsweg) stichhaltig gemacht werden,

(Ein damit gegebener Beweis koénnte ausfuhrlicher némlich

z, B, for T5<'§ 80 lauten: DaB die Angaben '13' = 0,73,

§ = 0,78 auf zwei Dezimalen genau sind, besagt O 725‘< <:

<<0,735 bzw, 0,775 5 LA 0,785. Aus diesen beiden Ungleichungen
-] 9

und 0,735 < 0,775 folgt somit die Ungleichung %é‘<:;,

Vom Schiler wird eine so ausfihrliche Wiedergabe nicht ver-
langt.)

240824) Lésung: | 12 Punkte
1. Jeder der beiden Teile hat eine Gestalt, die aus einem Recht-

eck der Seitenléngen % = 180 mm, b = 120 mm entsteht, indem

an allen vier Ecken Quadrate der Seitenlénge x = 25 mm heraus-
geschnitten sind, Ein daraus hergestellter oben offener qua—‘
derférmiger Kasten der Hbhe x = 25 mm hat als Grundfliche ein
Rechteck 'der Seitenléngen % - 2Xx = 130 mm, b = 2x = 70 mm,
Daher igt sein Volumen .

V=130 mm . 70 mm « 25 mm = 227500 mm~,

S Mit gleicher Begriindung wie in 1, ergibt sich

V = (5 - 2x) - (b - 2x) . x.
Als Léngenangabe muB x positiv sein, Ferner wird ein Herstel-
len der genannten Kdsten genau dann méglich, wenn auch % - 2x
und b - 2x als Léngenangaben (namlich fiir Kantenlangen eines

,Kastens) positiv sind, d. h. genau dann, wenn auBer der Un-

gleichung
x>0

auch die Ungleichungen
£-2x>0und b - 2x >0

'

‘gelten, Diese sind dquivalent mit

\2x<-g und 2x < b
und diese mit
x <'% und x < 3

Die gesuchten Werte sind also alle diejenigen positiven Werte x,
die kleiner sind als die kleinere der beiden L&ngenangaben %, %.
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Empfehlung fur die Punktverteilung
OKL 8

240821
Angabe der richtigen Anzahl

. Vollstindige Herleitung

Beispiel fiir Verteilung

240822
J Bﬁc_- 60° mit- Begrindung
JMBC + L MCB = 120° mit Begriindung

JMBC = JMCB mit Begrindung

Gleichseitigkeit mit Begrindung

Bei anderen Losungen:
Angabe aller nétigen Feststellungen
Angabe aller zugehdriger Begrindungen

240823
richtiges Ergebnis

vollsténdige Herleitung

240824

 Teil 1

Teil 2
Teil 3
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