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Olympiadeklassen 11/12

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, miissen alle ver-
wendeten Aussagen prézise formuliert und bewiesen wer-
den. Der Losungsweg (einschlieSlich Nebenrechnungen.,:
Konstruktionen, Hilfslinien) mu8 deutlich erkennbar
gein. Die Gedankengénge und Schliisse sind in logisch
und grammatisch einwandfreien S&tzen darzulegen. '

231221

Ist (an) eine Folge reeller Zahlen, so bezeichne s, ihre n-te
Partialsumme:

n
Bn = g: e.k.

Men ermittle i d

a) von jeder arithmetischen Folge (an), tir die s, = 15 und
sg = 255 gilt, 4

b) von jeder geometrischen Folge (an), fiir die 8, = 15 und
sg = 255 gilt,

die ersten fiinf Glieder 845 By ccey 8go

231222

Es sei P = ABCA'B'C' ein gerades dreiseitiges Prisme mit der
Grundflédche ABC, der Deckflédche A'B'C' und den parallelen Kanten
AA', BB', CC'. Auf diesen seien drei Punkte X,Y,Z gelegen, X zwi-
schen A und A', Y zwischen B und B', Z zwischen C und C'.

Man beweise, daB der Korper K = ABCXYZ das Volumen

o

Vg = % F (x+y+z)

hat, wobei x = KX, y = BY, z = TZ ist und F den Flicheninhalt
von ABC bezeichnet. ‘
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231223

Es sei ABCD ein beliebiges Trapez mit AB | CD. Die L#ngen seiner
Seiten und Diagonalen seien folgendermaefien bezeichnet:
=a,0=b,D=c, D=4, X =¢, BD = £. =
Man beweise, daB dann stets die folgenden Gleichungen (1) und (2)
gelten! ;
af? + ce® = (a+c)(ac + b2), 1
ae? + of? = (atc)(ac + d2). (2)

2

231224

Mean ermittle alle natﬁ:’riichen Zehlen n, fiir die die Zahl 2% 4+ 5
eine Quadratzahl ist. i
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2. Stufe (Kreisolympiade)

Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklassen 11/12

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspenn zu den LSsungen fiir die
1. Stufe gelten auch fiir die 2. Stufe.

231221) L8 8 Punkte

a) Wenn (an) eine arithmetische Folge mit dem Anfangaglied a,
und der konstanten Differenz 4 ist, so gilt s, §(2a1+(n-1)d).
Daher erfiillt die Folge genau dann 8y = 15 und 8g = 255, wenn
15 = 2(2a,+3d), 255 = 4(2a,+74)
gilt. Dieses Gleichungssystem hat genau die LGsungen a, = =
d = -21-2-2. Also hat genau die arithmetische Folge mit diesen 84y
die verlangten s 40 Bg° Ihre ersten fiinf Glieder sind

CH-g R gy

(I) Es sei (an) eine geometrische Folge, die 8y = 15 und sg = 255
erfiillt. Fiir ihr Anfangsglied a4 und ihren konstanten Quo-
tienten q folgt dann: ) 7
Es gilt q # 1; denn aus q = 1 wiirde sg = 8a, = s, folgen,

im Widerspruch zur Voraussetzung.

n
Fiir geometrische Folgen mit q # 1 ist 8, = 9.13—(1%11; daher
ergibt sich

4 8 *
a1 - ]
15 = 319'21'-‘1"’ 255 = a13-—a-_-:‘-—,
also a; # 0, ¢* = 1 # 0 una '
8

- ] 4 :
17=9T-—=q + 1 q =2 oder q = = 2
-1 :
und hierzu
a; =1 '1=q4+1, a; = 1 bzw. a; = -3.
Q"= 1

Daher ktnnen nur die beiden geometrischen Folgen mit aq = iy
q = 2 bzw, mit a; = =3, q = -2 die verlangten 8ys 8g haben.

30 09 02-1 1



L 11/12
(II) Sie haben diese Partialsummen; denn fiir sie ist

il 8 4

8, = 1B = 15, 55 = 2=y = 255 baw. 8, = (-1 -
uh? o g

= 15, 8g = (-3){=2o=1 - 255,

Somit haben genau die beiden genannten geometrischen Folgen die
verlangten-s4, 8ge Ihre ersten fiinf Glieder sind
1, 2, 4, 8, 16 bzw. =3, 6, =12, 24, -48.

231222) Losung: 10 Punkte

0.B.d.A. sei x £ y S z angenommen. Durch X werde die zur Grund-
flédche ABC parallele Ebene gelegt. Sie schneidet BY in einem
Punkt R, CZ in einem Punkt S und zerlegt den Korper K in das
gerade Prisma P1 = ABCXRS und einen Teilkdrper T ( der im Fall
X = y = z nur noch im Sinne einer Entartung mit dem Volumen

Vp = O zu betrachten ist). In den Féllen x< y Szund x = y<2z
ist T eine Pyramide mit dem Trapez
YRSZ bzw. dem Dreieck RSZ als Grund-
flédche G und mit dem Punkt X als
Spitze. Die Hohenlé#nge dieser Pyra-
mide ergibt sich als Lénge des Lotes
XH von X auf die Ebene, in der die
Seitenfléche BCSR des Prismas 1"1
liegt. Da dieses ein gerades Prisma
ist, verl&auft XH in der Ebene der
Deckfléche RSX von P1, ist also zu-
gleich die auf RS senkrechte Hohe
dieses Dreiecks. Aus RS | CZ folgt
ferner, da8 die Fldche G den Inhalt

F(RY + ST)FS

hat (beim Trapez YRSZ wegen der Fli-
cheninhaltsformel fiir Trapeze; beim
Dreieck RSZ mit RY = O und RS als
Hohe auf SZ).

Daher hat T das Volumen

1,1 ;
Abb. L 231222 Vp = 5°3(RY + SZ)RS-TH,

2
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Darin ist RY = y-x, 5Z = z-x; ferner hat das zu ABC kongruente
Dreieck XRS den Flécheninhalt

F = '%'mo

Somit gilt
VT = %F(y—x+z-,-x). (Diese Formel erfaB8t auch den Fall x=y=z.)

Das Prisma'1>1 hat das Volumen

VP1 = Fex.

Damit ergibt sich y
Vg = vPT + Vp = %F(3x +y =X +2=X) = %@(x+y+z).

231223) Lésung: 10 Punkte

Ist f die GrdBe des Winkels < ABC, dann ist wegen AB | CD die
GrdBe des Winkels ¥ BCD gleich 180° = f3 .

Nach dem Kosinussatz, angewandt auf die Dreiecke ABC und BCD,
g:léltdann B

e2 = a2++ 'b2 ~2abcos /3 . : (3)
und £2 = v 4+ o2 —2bcecos(180° - ),
also £ty 2 +2bcecos 3. (4)

Aus (3) und (4) folgt durch Multiplizieren mit ¢ bzw. & und an-
schlieBender Addition Vi
.afz +ce2=azc +bc+ab2+ac2,
also at? + ce? = (at+c)(ac + b2).
Ist o die GroBe des Winkels < DAB, so ergibt sich analog
32 = c2 + d2 + 2c¢d cos o

2

und £2 wiahigia% o 2adecosd,

woraus ae2 + c£2 = a02 + a.d2 4+ ca2 + cd2, ¥
also aa.e_,2 + cf? = (asc)(ac + @2)

folgt.

231224) Lb : . 12 Punkte

I. Wenn n eine natfirliche Zahl ist, fiir die 2245 Quadratzahl
ist, so gibt es eine natiirliche Zahl m mit 2245 = mz.
Dabei ist n > 0; denn 2°+5 = 6 ist keine Quadratzshl. Also
ist 245 ungerade. Somit ist auch m ungerade, d: h. m = 2k+1
mit einer natfirlichen Zahl k. Weiter folgt
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2845 = (2k+1)2 = 4KP44k41,
2% = 4xkP44k-4,
222 o x(k41)-1.
Von den beiden Zahlen k,k+1 ist stets eine gerade, also
ist k(k+1)-1 ungerade.
Daher kann nur n-2 = O, also n = 2 gein.
II. Fir n = 2 ist 2%+5 = 9 Quadratzahl.
Somit hat genau die Zahl n = 2 die verlangte Eigenschaft.

Anderer LOsungsweg:
Fiir n = O und n = 1 ist 2245 nicht Quadratzahl, fiir n = 2 ist

2245 = 9 Quadratzahl.
Angenoumen, fiir ein n > 2 wire 2%+5 Quadratzahl. Dan.n ghbe es
eine natiirliche Zahl a. > 2 mit
2245 = (a+1)?,
4(227241) = a(a+2). ;

Hierin ktnnte a nicht ungerade sein, da denn such a+2 und folg-
" lich a(a+2) ungerade sein miiBten, also gdbe es eine natlirliche
Zehl b > 1 mit :

4(287241) = 2b.2(b+1), o
27241 & B(b4+1).
Das fithrt auf den Widerspruch, daB 2n"2+1 (wegen n > 2) ungerade,
aber b(b+1) gerade wire.

Weitere Moglichkeiten, )
fiir n > 2 zu schlieBen, bestehen z. B. darin,fiir ungerades n

festzustellen, daf

248+ 5 = 2.16%45 die letzte Ziffer 7 und

248435 & 8.16%45

die letzte Ziffer 3 hat,
was fiir keine Quadratzahl* zutrifft.
Piir gerades n> 2, also n = 2k mit k>1, kenn man aus 5 < 2.2541
erhalten, da 2™+5 zwischen den Quadratzahlen (25)2 una (2%41)2
liegt und daher keine Quadratzahl sein kann.

. Hinweis: Bei einem Ansatz mit der Umformung 4(2n'2+1) = q2—1 =

= (g-1)(q+1) ist zu beachten, da8 22=2.4 in Faktoren zerfallen
kann. ‘
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Empfehlung fiir die Punktverteilung
OKL 11/12 Gesamtpunktzahl: 40

231221 _
a) Ermittlung von ay und d

Ermittlung von 8, bis ag
b) I Bemerkung, daB q # 1 ist
Ermittlung der beiden Paare (a1,q)
II Ermittlung der jeweiligen a, bis ag

231222
Ermittlung des Inhalts der Fléche G

Ermittlung von VT
Ermittlung von VP1

Ermittlung von VK

23122

Nachweis von (3) und (4)

SchluB auf (1)

Nachweis von (2)

(Punktverteilung sinngemiS, wenn zuniichst (2),
danech (1) bewiesen wird)

23122

1. Losungswegs
I. Nachweis, daB 2 + 5 ungerade ist

_ Nachwels, da8 m ungerade ist
222 o x (k41) = 1
SchluB euf n = 2
S

2. Losungsweg:
Nachweis, daB8 n = 2 die kleinste Zahl ist, ﬁir ‘die

2% + 5 Quadratzaehl ist
Beweis dafiir, da8 n > 2 nicht m6glich ist

10

10

12

Punkte
3 Pkt.
1 Pkt.

1 Pkt.

2 Pkt.
1 Pkt.

Punkte
4 Pkt.
3 Pkt.
1 Pkt.

2 Pkt.

Punkte
3 Pkt.
4 Pkt.
3 Pkt.

Punkte

2 Pkt.
1 Pkt.
4 Pxt.
4 Pxt.
1 Pkt.

3 Pkt.
9 Pkt.



