R4 /A2 T XXII. Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklassen 11/12 - 1. Tag -

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, miissen alle ver-
wendeten Aussagen prédzise formuliert und bewiesen werden.
Der I&sungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen, Kon-
struktionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein.
Die Gedankengénge und Schliisse sind in logischwmd gram-

matisch einwandfreien S&tzen darzulegen.

221231
Es sind alle nichtnegativen ganzzahligen Losungen des Gleichungs-
systems
xp + 10xy + 21%5 + 31x, + 41xg = 55, G
2x1 + 12x, + 22x3 o+ 32x4 + 42x5 = 60,
3, + 13x2 + 23x5 + 33x, + 43x5 = 65,
4xq + 14x, + 24x3 + 34x4 £ 44x5 = 70,
5x1 % 15x2 + 25x3 + 35x4 + 45x5 =7

zu ermitteln.

221232

Man ermittle fiir alle diejenigen 30-Tupel (a1,a2,...,a30) von

(nicht notwendig verschiedenen)'positiven ganzen Zahlen a;

(=g e e 30N, dRe Eg: S 1983 erfiillen, den grdBten Wert,

TR

den der gréBte gemeinsame Teiler d der Zahlen a; annehmen kann.
4

vVon den folgenden Aufgaben 221233A und221233B ist genau eine aus-

zuwdhlen und zu ldsen.

2212332

a) Man untersuche, ob es eine kleinste reelle Zahl p mit der folx
genden Eigenschaft gibt:
In jedem konvexen Viereck gilt fiir die Seitenlédngen a,b,c,d

und den Flicheninhalt F des Vierecks F = p-(a2+b2+cz+d2).
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b) Man untersuche, ob es eine kleinste reelle Zahl g mit der fol-
genden Eigenschaft gibt:
In jedem Dreieck gilt fiir die Seitenlingen a,b,c und den Fl&-
cheninhalt F des Dreiecks F = q-(a2+b2+cz).

Wenn es in a) bzw. b) eine solche kleinste Zahl p bzw. g gibt,

so ermittle man jeweils diese Zahl.

221233B

Man beweise:

a) Wenn es zu einem Tetraeder ABCD eine Kugel K gibt, die alle
sechs Kanten des Tetraeders beriihrt, dann gilt
AB + CD = AC + BD = AD + BC. (1)

b) Wenn (1) fir ein Tetraeder ABCD cgilt, dann gibt es eine Kugel K,
die alle sechs Kanten des Tetraéders berilihrt.

Definition:

Eine Kugel K beriihrt genau dann eine Strecke s, wenn K die s ent-

haltende Gerade beriihrt und der Beriihrungspunkt auf s lieét.
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221234
"Ist c eine positive reelle Zahl, so bezeichne f die fiir alle
reellen x # O durch
f(x) = sin %

definierte Funktion.

Gegeben sei nun eine beliebige natlirliche Zahl m > 1.

a) Man ermittle (in Abh#ngigkeit von m) alle diejenigen positiven
reellen Zahlen c, fiir die die Funktion f im Intervall
10 £ x £ 20 genau m Nullstellen hat, unter denen sich auch die
Zahlen 10 und 20 selbst befinden.

b) Fir jede in a) gefundene Zahl c beweise man, daB8 f im Inter-
vall 20 £ x < oo nur endlich viele Nullstellen hat. Ferner
ermittle man (in Abh#ngigkeit von m und flir jede zu dem betref-
fenden m gefundene Zahl c) die groBte Nullstelle von f.

221235

a) Man beweise: Wenn a,b,c reelle Zahlen mit a > 0 und ac—b2 O
sind, dann gilt fiir alle reellen Xx,v, die nicht beide O sind,

ax? + 2bxy + cy® > 0. '

b) Man beweise: Wenn a,b,c reelle Zahlen mit a > O und ac-b2 <610
sind, dann gibt es in der x,y-Ebene im Innern jedes Kreises
um den Koordinatenursprung (0;0) zwei Punkte P1 und P, mit fol-
genden Eigenschaften: Filir die Koordinaten (x1;y1) von P1 agilt
die Ungleichung ax12 " 2bx1y1 + cy12 > g; fir die Koord;naten
(xz;yz) von P2 gilt die Ungleichung ax,” + 2bx2y2 +ooy,” < 0.

221236

Eine Tiir soll mit einer geniligend groBen Anzahl von Schldssern ver-
sehen werden. Zu jedem SchloB soll eine Sorte passender Schliissel
in geniligend groBer Anzahl vorhanden sein, wobei jeder Schliissel

zu genau einem SchloB passen soll. E1f Personen sollen derartige
Sch.iissel erhalten, aber nicht jede Person fiir jedes SchloB. Ein
Vorschlac lautet vielmehr, es sclle folgendes erreicht werden:
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Immer wenn mindestens sechs der elf Personen anwesend sind, befin-
det sich unter ihren Schliisseln fiir jedes SchloB8 auch ein passen-
der Schlissel;

immer wenn weniger als sechs Personen anwesend sind, haben sie

flir mindestens ein SchloB keinen passenden Schliissel.

Ermitteln Sie die kleinste Anzahl von Schl&ssern sowie eine Schliis-
selverteilung (an die elf Personen), mit der dieser Vorschlag rea-
lisierbar wére!
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3. Stufe (Bezirksolympiade)
Ldsungen und Punktbewertung
Olympiadeklassen 11/12 - 1. Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Ldsungen fir die

1. Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe.

221231)L8sung: 6 Punkte
I. Das angegebene Gleichungssystem ist dquivalent zu
x1 + X, + x3 + Xy + Xg =5, (+)
x2 + 2x3 o+ 3x4 + 4x5 =5, (++)

1615

Dies ergibt sich z. B. auf folgendem iiblichen Wege: Man subtra-
hiert das 2-, 3-, 4- bzw. 5fache der ersten gegebenen Gleichung
von der zweiten, dritten, vierten,bzw. fiinften, dividiert

durch (-10),(-20) ,(-30) bzw. (-40) und erhdlt ibereinstimmend
(++). Zu (+) gelangt man1 z. B.,indem man die erste gegebene

 Gleichung von der zweiten subtrahiert. Umgekehrt2 erhdlt man

aus (+),(++) die gegebenen Gleichungen, indem man zum 10fachen
von (+) das 1-, 2-, 3-, 4- bzw. 5fache von (++) addiert.

Wenn (+),(++) durch nichtnegative ganze Zahlen x1,x2,x3,x4,x5
erfiillt werden, so folgt, daB dies nur die Werte der Tabelle

x1 x2 x3 X4 x5 Nr.
ey B e L o ] (1)
I o i 10 I (o) (2)
20020 ol o (3).
2 slitaji2aitio sk o (4)
A e A ond ) (5)
o ‘5 |0 o]0 (6)

sein kdnnen. Zum Beweis kann man etwa die Mdglichkeiten flir
Xg X iXg diskutieren (und dann jeweils Xy X4 aus (++) bzw. (+)
erhalten), z. B. folgendermaBen:

1 Die Einfiihrung von (+) ist fiir das Folgende nicht unbedingt
erforderlich.

2 Dieser "RiickschluB" kann auch dadurch ersetzt werden, daB in
III. die "Probe" nicht mit (+),(++), sondern mit dem gegebenen
Gleichungssystem durchgefiihrt wirc.
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Wére Xg ES 2, so wéire x2+2x3+3x4+4x5 Z 0+2-0+3:0+4-2 = 8 im
Widerspruch zu (++). Also ist Xg = 1 oder Xg = O.

Aus Xg = 1 und (++) folgt x2+2x3+3x4 = 1. Damit ergiben ;
X3 21, Xy | jeweils e%nen Widerspruch, also verbleibt nur
X3 = X4, = O und hiernach (1).

Aus Xg = O und (++) folgt

X, + 2x3 + 3x4 =5 (+++)
pnd dann weiter: Wire X, 2 2, so wire x2+2x3+3x4 2 6 im Wider-
spruch zu (+++). Also ist Xy = 1 oder X, = 0. 4
Aus x, = 1 und (+++) folgt X +2x5 = 2. Damit ergibe X5 Z 2

]
=3

einen Widerspruch, also verbleiben nur: Entweder gilt x
und hiernach (2), oder es gd 1t X3 =0 und hiernach (3).
Aus Xy = O und (+++) folgt x2+2x3 = 5. Damit ergdbe X 2 3lel=
nen Widerspruch, also verbleiben fiir X3 nur 2, 1 oder O und
hiernach (4),(5) bzw. (6).

III. Die Zahlen in (1),...,(6) sind nichtnegativ, ganzzahligwmnd
erfiillen (+),(++).

3

Mit den in (I),(II),(III) gezeigten Aussagen ist bewiesen, daB ge-
nau (1),...,(6) alle nichtnegativen ganzzahligen Ldsungen des gege-
benen Gleichungssystems sind.

Hinweis zur Korrektur: Beim tibergang zwischen Gleichungssystemen

(z. B. zwischen dem gegebenen System und dem System (+) ,(+4)) ist
zu priifen, ob erforderliche Aquivalenzaussagen oder Hin- und Riick-
schllisse ("Herleitung" und "Probe") dargelegt sind. Bei der Fall-
diskussion (Nutzung von Nichtnegativit&t und Ganzzahligkeit) ist

zu priifen, ob der Nachweis der Liickenlosigkeit vorliegt (mindestens
als Darstellung der Systematik einer Fallaufzihlung).

221232) IL¥ésung: 6 Punkte
1. Xat (a1,a2,...,a3o) ein 30-Tupel von positiven ganzen Zahlen
a; mit
30
a. = 1983 (1)
G
i=1

und ist d der gr6Bte gemeinsame Teiler1 der a;, so folgt:

1 Hier geniligt anstelle des Begriffes "der grdBte gemeinsame Teiler"
auch der Begriff "ein (positiver) gemeinsamer Teiler".
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Fiir jedes i = 1,...,30 existiert wegen d a; eine positive
ganze Zahl ki mit
a; = d-ki. (2)
Aus (1) und (2) folgt

[0]
% d-ki = 1983; fiir die Zahl

30
>k, =k (3)
i=1 *
gilt mithin
d-k = 1983. (4)
Wegen k; Z19(i=1,...,30) und (3) ist k Z 30; hiernach und

wegen der Primfaktorzerlegung 1983 = 3 - 661 muB k 2 661 und
damit nach (4)

da='3
sein.

II. Es gibt ein 30-Tupel (a1,a2,...,a3o) von p051tiven ganzen Zah-
len a; mit (1), deren grdBter gemeinsamer Teller d = 3 be-
trﬁgt.

Beispielsweise hat das 30-Tupel (3,3,...,3,1896) wegen
29-3 + 1896 = 1983 und 3[/1896 diese Eigenschaften.

Mit I. und II. ist bewiesen, daB der gesuchte grdBte Wert
d = 3 betrigt.

2212333A)L8sung: 8 Punkte
a) I. Ist ABCD ein (konvexes) Viereck, F sein Fldcheninhalt und
a=2B, b=5BC, c=CD, d =DA, = XABC, 6 = XCDA, so gilt

F = E% - sin fi + Eg . sin §
202
wegen sin f £ 1, sin § £1,0< a = é—%h—, bsea's 814 s1se
F S —(a2+b2+c +afy.

II. Es gibt konvexe Vierecke, bei denen fiir die Seitenlédngen
a,b,c,d und den Fldcheninhalt F

F = %(a2+b2+c2+d2) (1)
gilt; denn es gibt Vierecke mit a =b = c =d und f =3 = 90°
diese sind (Quadrate, also) konvex, und fiir sie gilt F = az,

also (1).
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Mit I. und II. ist bewiesen: Es gibt eine kleinste reelle

9

R 53

b) I. Ist ABC ein Dreieck, F sein Flicheninhalt und a = BC.,
b = CA, c

chung s-a

Zahl p mit der genannten Eigenschaft; sie lautet p

AB, s = %(a+b+c), so gilt nach der Dreiecksunglei-

>

£ 0, s-b 2 O, s-c = 0. Hieraus und aus der Unglei-

chung zwischen geometrischem und arithmetischem Mittel nicht-
negativer reeller Zahlen folgt

F = vg(s—a)(s-b)(s—c) B vg(%(s—a + s-b + s—c))3

2

= 3%3 s® = 7%7§(a+b+c)2
2

= 5273 (a24b%+c?+ 2ab + 2ac + 2be)
= §%V§ (a%+b%+c? + a2+b? + a2+c2+b2+c?)
= —lV§ (a2+b2+c2).
12
II. Es gibt Dreiecke, bei denen fiir die Seitenldngen a,b,c und
den Fldcheninhalt F

i T%VS (a2+b2+c2?) (2)

gilt; denn fiir gleichseitige Dreiecke mit der Seitenldnge

a (=b=c) gilt F = %V? a2, also (2).

Mit I. und II. ist bewiesen: Es gibt eine kleinste reelle Zahl g
mit der genannten Eigenschaft; sie lautet q = T%VP.

221233B)Ldsung: & Punkte

a) Wenn eine Kugel K die Kanten BC,CA,AB,AD,BD,CD eines Ttraeders
ABCD in U,V,W,X,Y,Z beriihrt
(Abb. L 221233B), so folgt:.
Die Ebene durch A,B,C hat mit K

die Punkte U,V,W gemeinsam, sie
schneidet K also in einem Kreis.
1 die Geraden

durch’B,C bzw. durch C,A in U

bzw. V. Nach dem Satz von der

Dieser beriihrt

Gleichheit der Tangenten-

abschnitte gilt daher CV = CU.
Entsprechend folgt Abb. L 221233B
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b)

CZi = {CV. \=/CT,

AW = AV = AX,

BW = BY = BU,

DZ = DY = DX ;
und damit durch Addition (1).
Wenn (1) fiir ein Tetraeder ABCD gilt, so folgté
Man bezeichne die Ebenen, in denen die Dreiecke ABC,BCD,CAD,ABD
liegen, mit €1:€3183,€,, ferner die Inkreismittelpunkte dieser
Dreiecke mit M1,M2,M3,M4 sowie die Inkreisberiihrungspunkte (in
der aus Abb. L 221233B ersichtlichen Verteilung) mit U1,V1,W1
bzw. z,, 2,02 bzw. 3,Z3,V3 bzw. 4,Xﬁlz4.
Dann ist AV1 = AW1, BW1 = BU1, CU1 = CV1, also
%(E+RE—7A§) =%(E+CU1 + AV, + CV, - AW, - BW,)

| - {6, + Ty + 7y + &y - W, - By - OO
Entsprechend ist Eﬁ; = %(ﬁﬁ + CD - BD). Unter Anwendung von (1)
folgt
TU, = 3(BC + i - BB) = Cv,.

Damit ist U1 = U2 gezeigt.
Ebenso folgt'V1 = V3, W1 = W4, X3 = X4, Y4 = YZ’ 22 = Z3. Fir
die genannten Punkte k&nnen demnach die Bezeichnungén U,V,W,
X,Y,Z verwendet werdenz. Nach dem Satz liber Tangente und Beriih-
rungsradius stehen UM1 und UM2 senkrecht auf BC, also ist die
Ebene u durch U M1,M2 senkrecht auf BC und damit senkrecht
auf eq. Folglich enth&lt u auch die in M.I auf e, errichtete
Senkrechte gq- Ebenso enthdlt u die in M2 auf e, errichtete
Senkrechte g,- Da ey und e, nicht zueinander parallel sind, ist
g14r g5 Somit schneiden sich 91 und g, in einem Punkt M.
Da nun MM1U MM1V MM, W rechtwinklige Dreiecke mit gleicher Ka-
thete MM, und gleichlangen Katheten M,U, M4V, M1w sind, folgt
MU = MV = MW. $
Ebenso folgt MU = MY = Mz. Damit ist bewiesen: Die Kugel3 K
durch u,vV,W,Y geht auch durch Z. Analog folgt, daB K auch durch X
geht.
Die Schnittkreise von K mit e1,e2,e3,e4 sind folglich die Kreise
durch U,V,W bzw. durch Z%Z,Y¥,U bzw. durch X,Z,V bzw. durch Y,X,W,
also die Inkreise der Dreiecke ABC, BCD, CAD, ABD.
Daher beriihrt1 K alle Kanten des Tetraeders.
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Hinweise zur Korrektur:

1

Hier wird verwendet: Der Kreis k, in dem eine Kugel K eine
Ebene e schneidet, beriihrt genau dann eine in e liegende Ge-
rade g, wenn die Kugel K diese Gerade beriihrt. Zu einem Beweis,
der vom Schiiler nicht gefordert wird, kann man etwa gelangen,
indem man fiir die Mittelpunkte M, M' von K bzw. k, flir den vor-
ausgesetzten Beriihrungspunkt P und beliebiges X auf g nachweist,
daB MX > MP genau dann gilt, wenn M'X > M'P ist.

Der folgende Beweisteil dient dem Nachweis, da8 durch die In-
kreise der Dreiecke ABC,BCD,CAD,ABD wegen der gezeigten Uberein-
stimmung von Inkreisberiihrungspunkten eine Kugel K geht. Als an-
schauliches Motiv hierzu kann folgende Feststellung dienen: Durch
die Inkreise der Dreiecke ABC und BCD muB eine Kugel K gehen, da
diese Kreise genau einen gemeinsamen Punkt {(U) und in diesem eine
gemeinsame Tangente haben. Fir diese Existenzaussage fehlt in der
genannten anschaulichen Beschreibung ein Beweis (etwa der oben
dem weiteren Ldsungsverlauf zu entnehmende). Dennoch kann sie

als Teil eines zum Ziel fiihrenden LOsungsweges angerechnet wer-
den.

Die Existenz und eindeutige Bestimmtheit einer Kugel durch vier
nicht komplanare Punkte U,V,W,Y kann als bekannte Aussage zitiert
oder z. B. dadurch bewiesen werden, daB man (analog wie bei dem
Ublichen Beweis filir den Kreis durch drei nicht kollineare Punkte)
mit dem Schnittpunkt der mittelsenkrechten Ebenen der Strecken
UV, UW, UY argumentiert.
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221234)Lésung: ' ' 6 Punkte

a) Fiir jedes positive reelle c gilt: Eine positive Zahl x ist ge-

nau dann Nullstelle von f, wenn eine ganze ‘Zahl k mit
c-
= =k A (M
existiert. Nun ist (1) &dquivalent mit
=2
X = e (2)

Daher fiihrt eine ganze Zahl k genau dann auf eine Nullstelle x
mit 10 £ x £ 20, wenn sie

<

10 = S 20 erfiillt. Dies ist &dquivalent mit

S
kTt
L
20m 10m*
Insbesondere fihrt eine ganze Zahl k1 bzw. k2 genau dann ver-
m8ge (2) auf 10 bzw. 20 als Nullstelle, wenn

IA

A LG = oiCle
By F Tomaos Ba oo
gilt. Sind fiir ein positives reelles c diese beiden Zahlen ganz,

so befinden sich im Intervall 10 £ x = 20 genau dann m Nullstel-

len, wenn es genau m ganze Zahlen k mit
=€ SprELC

207 10m
gibt. Das trifft genau dann zu, wenn erstens

(3)

c A
57 ©ine ganze Zahl (4)
ist und zweitens
O ClL =
Ton T et & 1 (5)

gilt.
Angenommen, fir ein positives reelles c seien (4) und (5) erfiillt.
pann folgt 2c¢c = ¢ + 20(m-1) T , also

c = 20(m=-1)7 .
Umgekehrt ist fiir dieses c in der Tat 5%? = m-1 eine ganze Zahl,
also (4) - erfiillt, und es gilt (5).
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b)

Daher hat genau die*Zahl c = 20(m-1) ¥ die in a) verlangte
Eigenschaft.

Fir sie gilt weiter: Eine ganze Zahl k fiihrt genau dann ver-
mége (2) auf eine Nullstelle x E 20, wenn sie 'k_fl:'r— 2 20 erfiillt.
Das ist équivalent mit

0<k = = m-1. ; (6)

201’(
Da es nur endlich viele solche ganzen Zahlen gibt, hat f im In-
tervall 20 £ x < oo nur endlich viele Nullstellen, wie behauptet.

Fiir die jeweils zu zwei ganzen Zahlen k,k' > O gehdrenden Null-
stellen x = f;, x' = F%F gilt genau dann x < x', wenn k > k'
gilt. Also gehSrt die grbB8te Nullstelle von f zum kleinsten
Wert von k mit (6), d. h. zum Wert k = 1. Somit ist die in b)

gesuchte grdBte Nullstelle

x = £ =20m-1). :
221235) ILésung: 7 Punkte

a)

b)

Wegen a # O ist

ax2+2bxy+cy2 = %( a2x2+2 ::1.!:»xy+b2y2-b2yz+acy2 )

= 1(ax + by)? + y2(ac - b?)).

2 >

> O. Hieraus und aus a > 0O, (ax+by) =0,
ac—b2 > 0 folgt ax2+2bxy+cy2 >0,
Ist y = O und daher nach Voraussetzung x # O; so ergibt sich

2+2bxy+cy2 = ax2 >-0.

Ist y # 0, so ist y

wegen a > O ebenfalls ax
Ist r der Radius eines beliebigen Kreises k um (0;0), so kann
man z. B. ¥q .5 O und eine Zahl Xy mit O < X,<r wahlen. Der

Punkt P1 mit dlesen Koordinaten (x1,y1) erfiillt dann X4 +y1 =

= 12 << rz, er llegt also im Innern des Kreises k, und er er-
2 2 2
fille axy + 2bx1y1 + cyy = ax] > 0. r

Ferner kann man z. B. eine Zahl t mit 0 < t <i7a§+b2w§h1en und

dann x, = bt, y., = -at setzen. Der Punkt P, mit diesen Koordi-
“ ! NS 5.5 oy

5 + y2 = (a"+b“)t < r”, er liegt also im

Innern des Kreises k, und er erfiillt

naten (xz;yz) erfiille x

2 2 1 2 2 2
ax, + 2bx2y2 + oy, = 3((ax2+by2) G yz(ac—b ))
= 1((abt-bat)? + at?(ac-b?)) = at?(ac-b?),

wegen a> 0, t > 0, ac-b2 < 0 also axg + 2bx2y2 + ay% < 0.
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Andere LOsungsvarianten, z. T. mehr anschaulicher Art, sind m&g-

lich. Beispielsweise kann man zu b) feststellen, daB fiir alle von
(0;0) verschiedenen Punkte der Geraden y = O bzw. der Geraden
ax+by = O der Wert %((ax+by)2 + yz(ac-bz)) positiv bzw. negativ
wird und daB8 das Innere jedes Kreises um (0;0) mit diesen durch
den Mittelpunkt gehenden Sekanten gemeinsame von (0;0) verschie-
dene Punkte hat.

221236)L8sung: 7 Punkte

I. Wenn der Vorschlag realisiert ist, so gilt:
Zu jeder Menge M aus flinf Personen gibt es (mindestens) ein
SchloB8, zu dem keine der fiinf Personen einen Schliissel hat.
Ein derartiges SchloB werde jeweils M zugeordnet. Gidbe es bei
einer solchen Zuordnung zwei verschiedene Mengen M,M' (aus je
finf derelf Personen) mit gleichem zugeordneten SchloB, so
hdtte keine der Personen in MUM' einen Schliissel hierzu. We-
gen M # M' bestilinde aber MUM' aus mindestens sechs Personen,
womit ein Widerspruch erreicht ist. Verschiedenen Mengen M,M'
sind somit stets verschiedene Schl¥sser zugeordnet, also gibt

es mindestens so viele Schlésser wie Mengen aus je finf der
elf Personen. Die Anzahl solcher Mengen ist (15). Daher kann

der Vorschlag nur dann realisiert sein, wenn die Anzahl der
Schldsser mindestens ( 5) betrédgt.

II. Mit genau ( 5) Schldssern ist der Vorschlag realisierbar, z. B.
durch folgende Schliisselverteilung:
Wegen (1;) = (1;) kann man auch eine umkehrbar eindeutige Zu-
ordnung zwischen allen Schl&ssern und allen Mengen Q aus je
sechs der elf Personen wdhlen. Dann verteile man zu jedem
Schlo8 passende Schliissel genau an die Personen derjenigen
Menge Q, die diesem SchloB zugeordnet wurde.
In der Tat ist damit das Vorhaben realisiert.
Sei n&mlich einerseits P eine beliebige Menge aus sechs der
elf Personen und sei S ein beliebiges der (1;) Schldsser. Um
zu zeigen, daB mindestens eine der Personen aus P einen zu S
passenden Schliissel hat, betrachte man diejenige Menge Q, die
dem SchloB S zugeordnet war. Da sowohl P als auch Q je sechs
Personen enthalten, ist PN Q nicht leer; also gibt es in der
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Menge P mindestens eine Person, die auch zu Q gehdrt und dahef
einen zu S passenden Schliissel hat.

Sei andererseits M eine beliebige Menge aus fiinf der elf Per-
sonen. Um zu zeigen, daB filir mindestens ein SchloB keine Per-
son aus M einen passenden Schliissel hat, betrachte man das-
jenige SchloB S, das der Menge .Q der sechs nicht zu M gehdren-
den Personen zugeordnet war. Die zu S passenden Schliissel wur-
den genau an die Personen der Menge Q verteilt, also hat da-
bei keine Person aus M einen dieser Schliissel erhalten.

Mit I. und II. ist bewiesen, daB die gesuchte kleinste Anzahl von
Schldssern
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betrdgt. Zugleich ist in II. eine Schliisselverteilung beschrieben,
mit der der genannte Vorschlag realisierbar wére.

Hinweis zur Korrektur: Die hier in mengentheoretischéer Ausdrucks-

weise beschriebenen Beweisschritte sind bei der Korrektur vor al-
lem auf Vollst&dndigkeit zu priifen, auch wenn sie mehr umgangs-

sprachlich formuliert sind (was akzeptiert werden kann).



