A 1031 XXII, Olympiade Junger Mathematiker der
Deutschen Demokratischen Republik
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Olympiadeklasse 10 - 1, Tag -

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht
oder den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, miissen
elle verwendeten Aussagen prézise formuliert und bewie-
sen werden. Der Losungsweg (einschlieBlich Nebenrech-
nungen, Konstruktionen, Hilfslinien) mu8 deutlich er-
kennbar sein. Die Gedankenglinge und Schliisse sind in
logisch und grammatisch einwandfreien SHtzen darzu-
legen.

221041

Beweisen Sie folgende Aussage!

Zu jeder natiirlichen Zahl n = 2 gibt es von Null verschiedene
natiirliche Zahlen 8 3805000,8, fiir die & + 8y + ceo + 8 =
= 51‘32‘ eoe ° an gilt-

221042

In einem Mathematikzirkel wird diskutiert, fiir welche Paare
(x;y) natiirlicher Zahlen x,y mit x ¥ 0, y # O, x ¥ y die Zahl
z= 1x+ Yy + yx+y irrational ist.

Rolf meint: Fiir unendlich viele der genannten Paare (Xx;y) ist z
rational.

Eva meint: PFiir unendlich viele der genannten Paare (x;y) ist z
irrational.

Untersuchen Sie sowohl fiir Rolfs als auch fiir Evas Meinung,

ob sie wahr oder falsch ist!

Von den nachstehenden Aufgaben 1043A und 1043B ist genau eine
euszuwdhlen und zu ldsen:

2210434 :
a) Jemand fragt nach reellen Zahlen a,b mit der Eigenschaft,
deB8 die Gleichung

a* = becos x (19)
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genau 1983 positive reelle Lsungen x hat (unabhéingig von
der Anzahl der eventuell vorhandenen nicht positiven Losun-
gen) .

Geben Sie ein solches Paar (a;b) reeller Zahlen an und be-
weisen Sie, da8 es die genannte Eigenschaft besitzt!

b) Ermitteln Sie zu dem von Ihnen angegebénen Paar (a;b) fiir
eine positive Ldsung X, der Gleichung (1) die Zahl [xd] 3
d.i. diejenige ganze Zahl g = Eﬁﬂ , fir die g ® x) < g+l
gilt!

¢c) Gibt es auch eine reelle Zahl a mit & > 0 und a ¥ 1 derart,
daB flir jede reelle Zahl b ¥ O die Gleichung (1) unendlich
viele positive reelle Losungen x hat?

Hinweise: .

1. Ale N¥herungswert fiir T kann auf 4 Dezimalen genau

T = 3,1316 verwendet werden.

2. Bei der Herleitung von Aussagen ilber LUsungen der Gleichung
(1) sind auch grafisch—anschéulich begriindete Beweismittel
zugelassen. '

221043B
Flinf Kugeln K1,...,K5 mit gleichem Radius r seien so angeord-

net, daB jede Kugel genau zwei andere beriihrt und daB8 ihre Mit-
telpunkte M1,...,!5 ein ebenes regelméifiges Fiinfeck bilden. Eine
sechste Kugel K6 mit dem Radius r berilhre jede der fiinf Kugeln
K1,...,K5.

Untersuchen Sie, ob K6 die Ebene durch M1,...,M5 schneidet,
beriihrt oder nicht erreicht!



A 10;II XXII. Olympiade Junger Mathematiker der
" Deutschen Demokratischen Republik
4, Stufe (DDR-Olympiede)
Olympiadeklasse 10 - 2. Tag -

221044

Bewelisen Sie folgenden Satz!

Wenn ABC ein gleichschenkliges Dreieck mit AC = BC ist und
wenn D der Mittelpunkt von AB, D' der FuBpunkt des Lotes von D
auf BC und H der Mittelpunkt von DD' ist, denn stehen AD' und
CH aufeinander senkrecht.

221045
Beweigen Sie, daB die Gleichung

x* + 5x3 4 6x° = 4 - 16 = 0
genau zwei reelle Lisungen hat!

221046
Beweisen Sie, daB sich in einem wiirfelformigen HohlkSrper von

der Kantenlénge & zwei regelméfige Tetraeder der Kantenléinge a
vollsténdig und ohne einander zu durchdringen unterbringen las-
sen!
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L 1051 XXII. Olympiade Junger Mathematiker der
Deutschen Demokratischen Republik
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Losungen und Punkibewertiung
Olympiedeklasse 10 - 1. Tag -

221041)Losung: 6 Punkte

Zum Beweis geniigt es, flir beliebiges natiirliches n 2 2 jeweils
ein'Beispiel natiirlicher Zahlen &,,8,,...,8, # 0 anzugeben und
bei diesen die genannte Eigenschaft zu bestétigen. Ein solches
Beispiel bilden zu n jeweils & = oo =8, 5= U & 1= 2,

a_ ‘= n; denn fiir diese Zahlen gilt

n
8y teootl o +8 +a = (n-2)¢1 + 2 + n=2n=2a,°...°a

n-1

221042)Losung: 6 Punkte

a) Rolfs Moinung ist wahr. Beispielsweise bilden X= (3n).2
¥ = (4n)2 tir n = 1,2,3,... unendlich viele Paare (x,y) mit
x#0, y# 0, x# Yy, und flir sie ist x+y = 9n + 160° = (Sn)2
also :

z= VXx+ Yy + 9%ty =3n+ 4n + 5n rational.

b) Evas Meinung ist ebenfalls wahr. Beispielsweise bilden
X = n2, y = 8n fir n = 1,2;3... unendlich viele Paare (x;y)
mit x # 0, y # 0, X # y,und fir sie ist x+y = 9n2, also
z= Yx+ ¥+ Yx+y=n+ 272 + 3n. .
Wire nun z rational, so wédre wegen n ¢ 0 auch 151- 1533

n
rational. Da dies ein Widerspruch ist, muB z irrational sein.

221043A)LYsung: Punkte : : .

Es seien f und g die durch £(x) = &* bzw. g(x) = becos x fiir
alle x 2 0 definierten Funktionen (sofern & > O ist).-Eine posi-
tive reelle Zahl x ist genau denn Losung von (1), wenn sie

f(x) = g(x) erfiillt, d. h. Abszisse eines Schnlttpunktes der
Graphen von f und g ist.

a) Men wihle 2 > 1 und b so, daB

19827 |, _ 19837

gilt. Dann folgt: In allen Intervallen

[2xm;2kT+ 27)  (k = 0,1,2,...,990)
verl#uft £(x) stets zwischen O und a'J82T
gwischen O und b.
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Aus dem Verlauf der Graphen von f und g (Abb. L 221043Aa)
ergibt sich daher, daB sie in diesem Intervall genau zwel
Schnittpunkte haben.
Wegen 0 < £(1982 ) < b folgt fermer (Abb. L 221043Ab),
daB8 im Intervall
[1982 T ; 1983 T )
genau ein weiterer Schnittpunkt existiert.
: |
_y=bcosx b
y=0*

|

(=]

| SR el bR f i
T \/ TN 9827 \‘mm

y=b cos x
Abb. L 221043Aa Abb. L 221043Ab

Piir elle x & 19837 schlieBlich ist £(x) & a'283 T>p 3 g(x);
daher haben die Graphen von f und g im Intervall
[1983T; + o)
keinen Schnittpunkt.
Folglich hat (1) wie gefordert 1983 positive Ldsungen, wenn
men & und b wie in (2) widhlt. Dies kann z. B. folgendermaBSen
geschehen:
Nach dem Hinweis gilt 3,141 <T < 3,142. Daraus folgt
1982 T < 1982+3,142 = 6227,444
und 1983 T > 1983.3,141 = 6228,604,
also erst recht 1982 T < 6228 < 19837 . Somit haben etwa
a=2und b = 26228 die genannte Eigenschaft.

b) Piir dieses Paar (a;b) ist beispielsweise diejenige L&sung
x, von (1), die (nach Abb. L 221043Aa mit k = 0) im Inter-
vall (O;%) liegt, groBer als 1; denn wegen f£(1) = a = 2
und g(1) > g(§) = becos T = 25228.1 454 (1) < g(1)

(sowie £(]) >0 = g(%})). Daher gilt 1< x; <% < 2 und
somit [xy] = 1.

c) Eine Zahl mit den genannten Eigenschaften gibt es; sogar
jede Zahl a mit O <a < 1 hat diese Eigenschaften. Aus

X
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0 <a<1 folgt nE.mlich1 fiir jedes b ¥ 0 die Existenz einer

nattirlichen Zahl n mit 822" <|bl . In allen Intervallen
[2kT ; 2kT + 2T ) mit k 2 n liegt denn £(x) zwischen O
und a?X"s 2?27 | ., Sowohl im Fall b > O (Abb. L 221043Ac)
als auch im Fall b <O (Abb. L 221043Ad) folgt daraus die
Existenz von Nullstellen in den genannten unendlich vielen

Intervallen.

Abb. L 221043Ac Abb. L 221043Ad

Hinweis zur Korrektur: Fiir die meisten hier herangezogenen Aus-
sagen ist auch eine Herleitung ohne Berufung auf die Anschauung
relativ loiéht m3glich, unter Berufung auf den Zwischenwertsatz
fiir stetige Funktionen und auf das Monotonieverhalten von f und g.
Lediglich die in a) bendtigte Eindeutigkeitsgussage fiir Schnitt-
punkte in Intervallen, in denen f und g beide steigend sind, er-
fordert weitere Hilfsmittel (z. B. Konvexitétsaussagen), die

von Schiilern der Klasse 10 nicht zu erwarten sind.

221043B) L¥sung: 7 Punkte

Das regelmiifige Filinfeck M1...M5 hat die Seitenlénge s = 2r,
sein Mittelpunkt sel Q, sein Umkreisradius ¢ = 51? Beoem Eﬂ;
(Abb. L 221043Ba). Um s durch Q sauszudriicken, kenn man das
Flinfeck zum regelmiéfSigen Zehneck M1P1M2P2...M5P5 ergiinzen,
dessen Seitenléinge z genannt sei:

Ist H1T Winkelhalbierende im Dreieck QM1P1, so folgt

1 Diese Aussage kann als bekannt, z. B. wegen lim a® - o,
m+ oo

zitiert oder z. B. wegen 1lg & < 0O durch n 1 ;bL bewiesen
werden.



Abb. L 221043Ba

Abb. L 221043Bb

T, = FAT = AT, = 36°,
GERAED n R
AQM Py ~ AMP,T,
®; « MF; - IF P,
tz2=12: (0=-2),
gz = 92 - z2.9 (1)
QP; halbiert den Winkel ¥ M, QM,
und schneidet deher die Strecke
M1'M2 senkrecht in ihrem Mittel-
punkt U, der seinerseits I’1T
halbiert.
Daraus und aus (1) folgt
- 4r = 4n = (LT, 25 2) =
= - (9 -z) &
‘=3z2-9+292 (2)
aig® 402, (3)
Wegen MM, =...= ﬂgﬂg = 2r = g
ist Q der FuBpunkt des Lotes
von MG auf die Ebene e durch
H1....,l(5.
Fiir die Lénge h = m" dieses
Lotes gilt daher (Abb. L 221043Bb)
2 . h2”+'92‘. : (&
Aus (3) und (4) folgt h = z.
D3W>T1U, de he. z2>1
gilt, ist damit
h>r (5)
bewiesen. Daher wird e von K6
nicht erreicht.
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Olympiadeklasse 10 - 2. Tag -

221044)Ldsung: Punkte

Im gleichschenkligen Dreieck ist die Seitenhalbierende CD zu-
gleich Héhe und Winkelhalbierende. Setzt man XABC = 8 , so ist
also ¥ACD = ¥BCD = 90° - f3 . Die Parallele durch A zu DD'
schneidet die Gerade durch B und C in einem Punkt A'., Wegen
DD' | BC ist dann einerseits <¥CDD' = @ , andererseits
FBEK = 90° (Stufenwinkel an geschnittenen Parallelen) und da-
her ¥BER" = 90° - 8 .
Nach dem Strahlensatz ist fermer D!
der Mittelpunkt von A'B. Aus dem
Haupt&hnlichkeitssatz folgt
ADCD' ~ A BAA' und demit DDT : IC =
= BAT : Bi. .
Somit gilt auch DH : DC = BD' : BX
und nach dem Ahnlichkeitssatz (sws)
folglich ADCH ~ABAD'. Setzt man
"X BAD' = ¢ , so ist also auch
"X DCH = ¢ . Fiir den Schnittpunkt S
Abb. L 221044 von AD' und CH gilt demmach ¥ CAS =
=f-¢ und FACI = 90° - B+¢ .
Deraus folgt FASC = 180° - (B -¢)
- (90° - B+ &) = 90°, w.z.b.w.

221045)Losung: 7 Punkte

Piir die durch f(x) = x4+5;3+6x2-4x-16 definierte Funktion f
gilt £(-4) = 32, £(-3) = -4, also hat die Gleichung f£(x) = O
eine Losung x, zwischen (-4) und (-3). Ferner gilt £(1) = -8,
£(2) = 56, also hat die Gleichung eine L&sung x, zwischen

1 und 2. 7

Wegen f(x) = (x+2)4 -3(x+2)3 - 8 ist f im Intervall (-oo;-2])
streng monoton fallepd; in diesem Intervall ist daher x, die
einzige Losung der Gleichung.
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Wegen £(x) = (x-1)% +9x> -17 1st £ im Intervall [1;+ oo) streng
monoton steigend; in diesem Intervall ist daher X, die einzige
Losung der Gleichung.

Ferner ist f£(x) = (x+1)4 +x0 -Bx - 17. Fiir -2 < x < 0, also
-1 < x+1 < 1 gilt daher (x+1) . x3 < 0, -8x <16 und somit
f£(x) < 0.

Fiir 0 8 x <1 schlieBlich gilt x* <1, 5x° < 5, 6x° < 6, -4x § 0
und somit ebenfalls f(x) < 0. '

Also hat die Gleichung f(x) = O in den Intervallen (-~2;0)und
[0;1) keine Lésung, und XXy sind als insgesamt einzige reelle
Losungen nachgewiesen.

221046)Lésung: 7 Punkte

Es seli W = ABCDEFGH ein Wiirfel der Kantenlénge a. Zunkchst ist
ACFH ein regelmiiBiges Tetraeder der Kantenliénge
TC=AF=AH-FA=-HC=TF= aV2.

Durch eine zentrische Streckung mit dem Zentrum A und dem Strek-
kungsfaktor 1%2.goht es liber in ein (erst recht ganz in W lie-
gendes) Tetraeder AC'F'H' der Kantenléinge a; dabei sind also
C',F',H' auf AC, AF bzw. AH im Abstand a von A gelegen.

Der Schwerpunki S des Dreiecks CFH
liegt auf der Kérperdiagonalen AG
des Wiirfels, die Ebene e durch C,F,H
steht senkrecht auf AG; denn es gibt
eine Drehung um AG, die C in F, F
in H und H in C Uberfithrt, also S
und e festl#Bt.

Daraus folgt: Auch der Schworpunkt .
des Dreiecks C'F'H' liegt auf AG,
und die Ebene e' durch C',F',H'
steht senkrecht auf AG. Ferner hat
das Tetraeder AC'F'H' die Hbhen-
Abb. L 221046 lénge b' = 7a V&' <Ja V3 = § T0.

Daraus ergibt sich: Spiegelt man A an e', so erh#lt men einen
Punkt A" auf AG. Fiir ihn ist A"C'F'H' ebenfalls ein regelmifiges
Tetraeder der Kantenlénge a. Es liegt (wie seine vier Eckpunkte)
in W; und es hat mit dem Tetraeder AC'F'H' nur die Fliéche des

H

2
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Dreiecks C'F'H' gemeinsam, durchdringt dieses also nicht.
Damit ist der geforderte Beweis gefiihrt.



