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A 11/12;1 X¥XI, Olympiade Juncer Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik

3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklassen 11/12 - 1. Tag -

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht ocder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, miissen alle ver-
wendeten Aussagen prédzise formuliert und bewiesen werden.
Der Ldsungsweqg (einschlieflich Nebenrechnuncgen, Konstruk-
tionen, Hilfslinien) muBR deutlich erkennbar sein. Die
Gedankengdnge und Schlisse sind in logisch und gramma-

tisch einwandfreien S&tzen darzulegen.

211231

Es sei P(x) = a3x3 + azx2 + a;xta ein Folvnom mit rationalen

(©)
Koeffizienten ayr @1, 8y 383

Man beweise: Wenn P(x) eine Nullstelle der Form x, = b + V¢ mit
rationalen Zahlen b,c besitzt, fiir die YE’irrationalist, so ist

auch Rigii= bt YE eine Nullstelle von P (x).

238232

a) Beweisen Sie, daB kein.Polyeder existiert, das genau sieben Kan-
ten besitzt!

b) Beweisen Sie, daB fir jede natiirliche Zahl n mit n > 7 ein
Polyeder existiert, das cgenau n Kanten besitzt!

Hinweis: Ein Polyeder ist ein ebenfldchig becrenzter Kdrper. Im

Sinne der Aufgabenstellung wird positives Volumen vorausgesetzt;

weitere Anforderungen wie Konvexitdt werden nicht gestellt.

211233

Ermitteln Sie alle diejenigen Tripel (a,b,c) reeller Zahlen, fiir
die folgendes gilt:

Die fiir alle reellen x # -c

durch f(x) = 2%—{—% definierte Funktion £

geniligt den folgenden Bedingungen:

(1) Es gibt reelle Zahlen x, fir die f(x), f(f(x)) upd £ LRUE(x)))
definiert ist.

(2) Filir jede solche Zahl x mit x # -1 gilt

% T
3 T

300833~ il

f(E(£(x))) =




A2 0T XXI. Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik

3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklassen 11/12 - 2. Tag -

211234

Man ermittle alle diejenigen von O verschiedenen reellen Zahlen q,
die die folgende Eigenschaft haben:

Es cgibt eine von O verschiedene Zahl a, und eine natiirliche Zahl
k £ 3 so, daB in der durch

a, = ageQ {0l e AR 20 B o Aan)

definierten Zahlenfolge (an) das Glied a, gleich dem arithmetischen
Mittel der beiden vorangehenden Glieder a1 und o ist.

23141235

37 Karten, von denen jede auf der einen Seite rot und auf der ande-
ren Seite blau gefdrbt ist, seien so auf einen Tisch gelegt, daB
genau 9 von ihnen oben ihre blaue Seite zeigen. Es sollen nun in
"Arbeitsgdncen" Karten umgedreht werden, und zwar in jedem einzel-
nen "Arbeitsgang" genau 20 beliebige der 37 Karten.

Untersuchen Sie, ob man mit endlich vielen "Arbeitsgingen" errei-
chen kann, daB alle 37 Karten

a) oben ihre rote Seite,

b) oben ihre blaue Seite

zeigen! Falls das mdglich ist, ermitteln Sie jeweils die kleinste
Anzahl der dafiir hinreichenden "Arbeitsgdnge"!

Von den folgenden Aufgaben 211236 A und 211236 B ist genau eine

auszuwdhlen und zu lOsen.
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211236A

Unter einem "Stapel" von Gegen- @ 15 Reihe
sténden (wie z. B. Konservenbiich- 0a 2. Reihe
sen) sei eine Anorcnung wie in [J[][] 3. Reihe

Abbildung. A 2T1T1236A verstanden, .« /' 6 « i/ vim s ei=.
bei cder jeweils fir k = 1, ..., m
in der k-ten Reihe cenau k Gegen- 77777

stdnde stehen. Dabei ist m eine [][][][]“'E][] m-te Reihe
natlirliche Zahl, die als "HOhe" Abb. A 211236A
des Stapels bezeichnet werde.

(Die Frage der praktischen Her-

stellbarkeit von Stapeln mit gro-

Ber HOhe sei in dieser Aufgabe

nicht berlicksichtict.)

Untersuchen Sie, ob eine Zahl z mit 1000 £ 2z =2 10000 so existiert,
daB es einen Stapel aus z Gegenstdnden gibt, der sich in zwei Sta-

pel von untereinander gleicher HShe umordnen 1l&Bt!

211236B

Man beweise fiir jede ganze Zahl n mit n £ 3: Ist A, die Anzahl
aller verschiedenen Darstellungen von n als Summe dreier positiver
ganzzahliger Summanden, so gilt

x e,

n 12 2

Dabei werden zwei Darstellungen genau dann als verschieden bezeich-

| <

net, wenn sich nicht die eine durch Anderung der Reihenfolge der
Summanden aus der anderen erhalten l&Rt.
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Lésungen und Punktbewertung
Olympiadeklassen 11/12 - 1. Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den L&suncen fir die
1. Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe.

211231)Lésung: 6 _Punkte
Nach Voraussetzung gilt: P(x )=0, d. h.

a; (b + 3+ a, (b + 1?2 + a, (b+ @ + a, = 0, also

3 2 2
a3b +3a3bc+a2b +azc+a1b+ao+ c .0 (3a3b +a3c+2a2b+a1) = 0.

Fiir die Zahlen
A1 = a b3 + 3a

2 .
bc + azb + a,c + a1b + a (1)

3 3 0.4
o 2
Az = 3a3b + azc + 2a2b + a, (2)
gilt also
A, + A, c'=0. ; (3)
Widre nun Az# 0, so folgte V? = - Kl und daraus der Widerspruch,
2

das V? rational wire; denn nach Voraussetzung und (1), (2) sind
A, und A, rational. Also :Lst‘I

1 2
A, = 0. ; (4)
1
Aus (3) und (4) folgt
A, = 0. (5)

Weiterhin errechnet man (unter Verwendung von (1) und (2)), daB
P(xy) = P(b=Y) = a;(b-7e)> + a, (b=-YD) 2 + a, (b-Y) + ay=A -2, V< (6)
gilt. Aus (4), (5), (6) folgt P(x1) = 0, womit die Behauptung he-

wiesen ist.

211232) LOsung:. 7 Punkte

a) Angenommen, es gdbe ein Polyeder P mit genau siebenKanten.
Aus dieser Annahme folgt,

(1) falls P eine Seitenfliche F mit mindestens vier Ecken
A1,A2,A3,A4 hat: Zu F gehdren mindestens vier Kanten, da jedes
n-Eck auch n Kanten besitzt. Von jeder der Ecken Ai geht noch

1 Der SchluB von (3) mit irrationalem VE‘und rationalen A ,Az auf
A1=A2=O kann auch als bekannter Sachverhalt zitiert werden.

30 08 39-1 1



LiN1/426T

(2)

b)
(1)

(2)

mindestens eine Kante ki aus, die nicht in der Ebene durch F
verldauft. Je zwei dieser Kanten ki’kj (i # j) sind voneinander
verschieden (denn da ki jeweils Ai enthdlt, wiirde eine Kante,
die ki = kj wére, Ai und Aj enthalten, also in der Ebene durch
F verlaufen). Damit ergibt sich der Widerspruch, daB P minde-
stens acht Kanten besitzen miiBte.
falls P nur Dreiecke als Seitenfldchen besitzt: Die Anzahl
dieser Dreiecke sei m. Z&hlt man filir jedes dieser m Dreiecke
seine drei Kanten auf, so hat man mit dieser Aufzdhlung von
3m Kanten jede Kante des Polyeders genau zweimal erfaBt; denn
an jede Kante des Polyeders cgrenzen genau zwei Seitenfldchen
an. Also besitzt P genau é% Kanten. Damit ergibt sich der Wi-
derspruch, daB die Anzahl m die Gleichung é% ol il Dk
3m = 14 erfiillen miiBte.
Es sei nun n eine beliebige natiirliche Zahl mit n > 7.
Ist n gerade, so gibt es eine natlirliche Zahl m Z 4 mit
n = 2m. Dann hat z. B. jede m-seitige Pyramide genau n Kanten,
nédmlich, wenn G = A1A2...Am ihre Grundfldche und S ihre Spitze
ist, die m Seitenkanten von G und die m hiervon und unterein-
ander verschiedenen Kanten A1S,...,Ams.

(Abb. L 211232a flir m = 4)
Ist n ungerade, so gibt es eine natiirliche Zahl m Z 3 mit
n = 2m+3. Dann hat z. B. jedes folgendermaBen zu erhaltende
Polyeder P cgenau n Kanten: Man wédhle eine m-seitige Pyramice(Q
mit der Grundfl&dche AqRA,. . .AL und der Spitze s.. AuBerhalb Q
widhle man einen Punkt R, der auf keiner Verbindungsgeraden
zweier Eckpunkte von Q liegt und so nahe an der Seitenfliche
F = A1Azs gelegen ist, daR das Tetraeder T = A1A25P mife . Qenur K
gemeinsam hat. Dann wird aus Q und T ein Polyeder zusammenge-
setzt, das cenau die 2m Kanten vonQ sowie die hiervon und
untereinander verschiedenen Strecken A1R,A2R,SR als Seiten-

kanten besitzt. (Abb. L 211232b fiir m = 3)

Hinweis: Zu a) kann man den Eulerschen Polyedersatz heranzie-
hen. Er wird den Schiilern zumeist nur in der Gestalt bekannt
sein, daB E+F = K+2 filir die Ecken-, Fldchen- und Kantenzahl
eines Polyeders gilt, von dem vorauscesetzt wird, daf es topo-

logisch zur Kugelfl&dche &dguivalent ist (¢. h. ein Polyeder vom
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Geschlecht 0) ist. Fiir diese Polyeder erh#lt man in der Tat
aus der Annahme K = 7 die Gleichung E+F = 9, die wegen E z 4,
F 2 4 nur durch E=4, F=5 oder E=5, F=4 erfiillbar wire, was
beides nicht m8glich ist, da sowohl E=4 als auch F=4 nur fiir
Tetraeder gelten k&nnen.

Werden zu a) keine weiteren Ausfilhrungen gemacht’, so ist ein
solcher Gecdankenganc als eine zwar wesentliche, aber nicht
vollstdndige Teilldsung von a) zu werten.

S

f
A A, A1 A,
2

A

2
Abb. L 211232a Abb. L 211232b
211233) I¥sung: 7 _Punkte

I. Angenommen, ein Tripel (a,b,c) besitzt die verlancten Eigen=-
schaften. Dann folgt: Die durch f(x)-eﬁf% definierte Funktion £
ist nicht konstant; denn im Falle f(x)=d ¥ -c fiir alle x ¥ -c
wire auch f(f(f(x)))=d4 fir alle x # -c, also (2) nicht erfillt,
da ii% = d fiir h8chstens ein x gelten kann; im Falle
f(x) = -c flir alle x # -c aber g#be es kein x, fiir das £(x)
und f£(£f(x)) cefiniert sind, im Widerspruch zu (1).

Fiir jedes & hat folglich die Gleichung ax + b = xd + cd nicht
alle x # -c als L¥sung. Somit hat sie als lineare Gleichung
h8chstens eine L8sunc¢. Daher gibt es h8chstens jeweils ein x
mit £(x) = -c bzw. mit £(£(x)) = -c. Hiernach und wegen (2)

gibt es unendlich viele zahlen x # -1, flir die f(x) sowie

1 zum Beispiel 148t sich K=7 folgendermafen als unvereinbar mit
einem Geschlecht >0, d. h. mit positiver Anzahl von "Henkeln®,
nachweisen: Jeder "Henkel® miifte ein Vieleck Alhz... rit
m 2 3 Ecken, also m 2 3 Kanten, als "Innenring” “besitzen, und
zur Bildung der Fliche des "Henkels" milSten von jedem Ai ninde~-
stens zwei Kanten h, und k1 ausgehen; alle cenannten 3m 29

Kanten wédren untereinander verschieden.
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(a®> + b)x + (a + c)b

(ai+.c)x + (b + c2)
und: G ECEOE (%) 1) (ai + 2ab + bc)x2+ (a2 + ac + b + cz)b

‘ (2° + ac + b + c“)x + (ab + 2bc + c3)
existieren und fiir die
((a3+2ab+bc)x+(a2+ac+b+c2)b)(x+1)=((a2+ac+b+c2)x+(ab+2bc+c3))(x-i)
gilt. Aus dieser Gleichheit zweier Polynome fiir unendlich viele

£(£(x))

(i3)

x folgen die Koeffizientengleichheiten

a3+Zab+bc = a2+ac+b+c2, (4)
a3+2ab+be + (a2+ac+b+c2)b= —(a2+ac+b+c2)+ab+2bc+c3, (5)
(a2+ac+b+c2)b = —(ab+2bc+c3). ) (6)

Aus (4),(5),(6) folot durch Addition, daB beide Seiten von (5)
cleich O sind; hieraus und aus (4) erhilt man a3+2ab+bc=ab+2bc+c3,
also a(a2+b) = c(b+c2) und durch Addition von ac(a+c)
a(a2+ac+b+c2) = c(a2+ac+b+c2). (7)
Wire a2+ac+b+c2 = 0, so folgte aus (6), daR (3) fir kein x
definiert wdre. Also ist
a2+ac+b+c2 #0, (8)
und aus (7) ergibt sich
ali=1cy
Hiernach und nach (4),(2) ist (a2+ac+b+c2)b = —(a2+ac+b+c2),
wegen (8) also b = -1.
Damit ceht (4) {liber in
a3 - 3a2 ~ 3aA4 1= 0.
Da eine Ldsung hiervon a = -1 lautet (bzw. nach derbekannten

Sty und von 3a2 + 3a)' folgt

Abspaltung des Faktors a+1 von a
(a+1)(a2 - 4a + 1) = O und daraus
a= -1 oder a = 2+7Y3.

Also kdnnen nur die Funktionen f mit

£x) = X1 fir alle x # 1
e
bzw. mit £(x) = Hﬁf'—‘ fir alle x # - (2% )
%0 22573)

(jeweils stets mit dem oberen oder stets mit dem unteren Vor-
zeichen) die die Bedingungen (1), (2) erfiillen, d. h.es k&n-
nen nur die Tripel (-1,-1,-1); (2+¥3,-1,2+¥3); (2-73,-1,2-73)
die verlangten Eigenschaften haben.
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1..:Firidas Tripel (-1,~1,-1) existieren

1

e fiir alle x mit x # 1, x # O und

£(£(x))

{14

e flriallensx: mitERl " 1,0 XE LR =il

£(£(£(x)))

Sk
£( ;) =
Flir die beiden anderen Tripel existieren

£ 2Eix - 1 ataBx - 2213)
x + (2273) EBYx + (3%213)

fiir alle x mit x # —(21V33, X # + V3 una

£(£(x)) =

S las2Vayl S Iy (52373) (x = 1)
Ex + 3213 BB+ 1)

£(E(£(%))) =

fir alle x mit x # ~(23V3), x # ¥ V3, x # -1.

Daher und wegen 5i373 # O erfiillen diese Funktionen die Bedin-
gungen (1), (2).

Folglich haben genau die Tripel (=1,-1,-1); (2+73,-1,2+/3)

und (2—13,—1,2—V§) die verlancten Eigenschaften.
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Idsungen und Punktbewertung
Olympiadeklassen 11/12 = 2. Tag =

211234)Lésung: 6 _Punkte
I. Wenn eine Zahl g die geforderte Eigenschaft hat, so folgt:
Es gibt eine zahl a; # O und eine natiirliche zahl k 2 3 mit

a1.qk_1 = %(a1.qk-2 + a1.qk-3).
Wegen a, # 0 und g # O folgt hieraus

2 1 1

a7 Fh e Qe
alsogq = 1 oder g = - %.
II. Die Zahlen g = 1 und g = - % haben die geforderte Eigenschaft.

Es gilt sogar1: Fir jedes a, und fiir jede natiirliche Zahl

k 2 3 ist in der Zahlenfolge (a,) mit a, = a1-qn-1
(n =1,2,3,...) das arithmetische Mittel von a,_, und a_o
gleich der Zahl i
a
%(a1.qk & + a1.qk 3) = %a1aqk 3.(q+1) = 11 k-3 firq =1
I a1cq

fir q = —%
it k=3
= a,.q a .

211235)LOsung: 7 Punkte

a) Werden bei einem Arbeitsgang genau x oben blaue Karten umge-
dreht und damit zu oben roten Karten, so werden bei demselben
Arbeitsgang genau (20-x) oben rote Karten umgedreht und damit
zu oben blauen Karten. Die Anzahl b der oben blauen Karten geht
somit in b - x + (20-x) = b+20-2x {iber; also gilt: Bei jedem
Arbeitsgang dndert sich die Anzahl der oben blauen Karten um
eine gerade ZzZahl. Die gegebene Ausgangsstellung enihielt genau
9 oben blaue Karten; die in a) angestrebte Endstellung soll
keine oben blaue Karte enthalten. Dies ist folglich mit endlich
vielen Arbeitsgdngen nicht zu erreichen.

1 Diese Verallgemeinerung wird vom Schiiler nicht Yerlangt: es ge=
nligt in II auch bereits, zu g = 1 und zu q = = die Aussace

iiber das arithmetische Mittel jeweils in einem “Beispiel von
a, und k zu bestédtigen.

30 08 33-1 1
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b) Bei jedem Arbeitsgang kann sich die Anzahl der oben blauen Kar-
ten h8chstens um 20 vergrdBern. Die gegebene Ausgangsstellung
enthielt genau 9 oben blaue Karten; die in b) angestrebte End-~
stellung soll 37 oben blaue Karten enthalten. Dies ist folglich
in einem Arbeitsgang nicht zu erreichen.

In zwei Arbeitsgédngen dagegen ist es folgendermaBen zu errei-
chen: Man drehe im ersten Arbeitsgang 6 oben blaue und 14 oben
rote Karten um. Aus der Ausgangsstellung mit genau 28 oben
roten Karten entsteht dabei eine Stellung mit genau

28 + 6 - 14 = 20 oben roten Karten. Diese Karten drehe man im
zweiten Arbeitsgang um.

Die kleinste Anzahl von Arbeitsgédngen, die zum Erhalten der an-
gestrebten Endstellung hinreichend ist, betrdgt somit 2.

211236A) L8sung: 7 Punkte

Eine Zahl z mit der genannten Eigenschaft existiert, wenn zwei na-
tlirliche Zahlen m und n mit 1000 = ik ; 1) dg i ; 1) < 10000,

d. h. mit 2000 S m2 + m = 2(n? + n) S 20000 (1)
existieren. DaB es solche Zahlen gibt, kann man folgendermaBen

nachweisen:
Zu der Gleichung
m2 +m = 2(n2 +.n) (23)
gewinnt man, ausgehend von (m;n) = (0;0), weitere LOsungen, z. B.
folgendermaBen: Es sei (m;n) eine Ldsung. Dann ist auch (m+p;n+q)
eine Ldsung, falls p und g die Gleichung

m2 + 2mp + p2 +m+p= 2(n2 + 2ng + q2 + n + q)
erfiilllen. Wegen der vorausgesetzten Gliltickeit von (2) trifft dies
zu, wenn

p(2m + p + 1) = 2q(2n + g + 1)
gilt. Das kann sogar erreicht werden, indem man

P=2n+q+ 1und 2g = 2m + p + 1
erreicht; denn dieses Gleichungssystem hat die Ldsung

p=2m+ 4n + 3, g =2m + 2n + 2,
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Damit ist bewiesen1= Zu jeder L8sung (m;n) der Gleichung (2) ist
auch (3m + 4n + 3; 2m + 3n + 2) eine LSsung von (2). Auf diese
Weise gewinnt man aus (0;0) der Reihe nach die L¥sungen (3;2),
(20;14), (119;84). Fiir die letztgenannte L8sung gilt

1192 + 119 = 2(84% + 84) = 14280, also ist insdesamt (1) erfll-
bar, w.z.b.w. (Man erhdlt z = 7140.)

211236B) L¥sung: 7 Punkte

Die genannten Darstellungen sind umkehrbar eindeutig den Paaren
(x;y) aus jeweils dem kleinsten der drei Summanden und dem klein-
sten der zwei iibrigen Summanden zugeordnet, 4. h. denjenigen Paa-

ren (x;y) ganzzahliger x, y, zu denen jeweils z mit x+y+z=n und
18 x%2y £ zexistiert.

Diese Paare haben folgende Eigenschaften: Es gilt 3x £ x+y+z = n,
also

18§x83 &)
und 2y € y+z = n-x, also

x £y s X, (2)
Umgekehrt gibt es zu jeder ganzen Zahl x mit (1), woraus nd&mlich
x S o2X folgt, auch ganze Zahlen y mit (2), und zu jedem Paar

(x;y) ganzer Zzahlen mit (1), (2) existiert ein z mit x+y+z = n

und 1 £ x £y £ 2, da man flir z = n-x-y bestitict, das wegen (2)
auch y § n-x-y gilt.

Also ist An die Anzahl aller Paare (x;y) ganzer Zahlen mit (1),(2).
Hiernach liegt es nahe, die Fille n = 6m + k mit k = 0,1,...,5 2zu
unterscheiden.

Ist n = 6m mit ganzem m Z 1, so kann nach (1) als x jede ganze
zZahl von 1 bis 2m gewdhlt werden. Das sind alle §eraden Zahlen

x = 2p, wobei p von 1 bis m l3uft, und alle ungeraden Zahlen

x = 2g-1, wobei g von 1 bis m l3uft. Zu x = 2p kann jeweils als y

1 Es ist auch zuldssig, diese Aussage ohne heuristische Voriber-
legqung anzugeben und dann ihre ‘Richtigkeit direkt zu bestdtigen:
Aus

m +m= %(n + n) folgt 2 2
(3m+4n+3)“ + 3m+4n+3 = 9m2 + 24mn + 21m + 16n2 + 28n + 12
= 8m“ + 24mn 5 20m + 18n“ + 30n + 12

= 2((2m+3n+2)“ + 2m+3n+2).
ohne jegliche heuristische Hinfithrung

Es ist sogar ‘zuldssig,
119, n = 84 anzugeben und fiir sie (1) 2zu

nur die Zahlen m =
bestdtigen.



L 11/12;11

nach (2) jede ganze Zahl von 2p bis 3m-p gewdhlt werden; zu

X = 2q-1 kann jeweils als y jede ganze Zahl von 2g-1 bis 3m-q ge-
wdhlt werden. Nach dem Satz, das8 die Anzahl aller ganzen Zahlen
von a bis b (a,b beliebig mit a 2 b gegeben) gleich b-a+t ist,
folgt: Die Anzahl aller Paare (x;y) mit jeweils einem x = 2p be-
trdgt 3m-3p+1, die Anzahl aller Paare (x;y) mit jeweils einem

X = 2g-1 betrégt 3m-3g+2. Berﬂcksichtigt man die angegebenen Werte,
die p bzw. q dabei zu durchlaufen hat, so erhilt man

m m
Aem = pzﬂ (3m=-3p+1) + ; (3m=-3qg+2).

Wegen.

m m m

24,
D (a=3pidy N lamet) s b g LA ) R A
p=1 p=1 p=1

ergibt sich

2 3m2.m
Ao

A +m = 3m2, (3)

6m
Im Fall n = 6ém+1 (m 2 1) ergibt sich: x ist wdhlbar von 1 bis 2m,
also x = 2p (p = 1,...,m) und x = 2g-1 (g = 1,...,m). 2u x = 2p
ist jeweils y wdhlbar von 2p bis 3m=-p; zu x = 2gq-1 jeweils von
2g-1 bis 3m-g+1. Das fiilhrt auf

N -Zm(3m—3p+1) +i (3m-3q+3) = 3m% + m. (4)
p=1 g=1
Entsprechend folgt:
n=6m2 (mZ1): Zux=2p (p=1,...m und x = 2g-1 (g = 1,...,m)
jeweils y bis 3m-p+1 bzw. 3m-q+1, also

N -Zm: (3m-3p+2) + i (3m-3q+3) = 3m% + 2m. (5)
p=1 q=1
n=¢ém3 (mZ0): 2u' x=2p (p=1,...,m) und x = 2q-1
(g =1,...,m+1) jeweils y bis 3m~p+1 bzw. bis
3m-g+2, also

1 Ist m = O, so bedeutet die "Aufzdhlung”" x = 2p (p = 1,...,m): Es
gibt kein x = 2p. Entsprechend ist eine Summe (3+0 - 2p + ©)
gleich O zu setzen. Die oben benutzte Formel P~

(3m=3p+c) = me (3mec) - 328D

p
bleibt daher auch fiir m = O anwendbar.
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m m+1
Bt =:Z: (3m=-3p+2) + E : (3m-3q+4) = 3m2+3m + (3m-3(m+1)+4)
i amt = 3m%+3m+1 . (6)
n=6m+d (mZ0): zu' x =2p (p=1,...,m und x = 2g-1
(gq=1,...,m+1) jeweils y bis 3m-p+2 bzw. bis
3m-g+2, also
m n+1 2
A =3 (3m-3p+3) + > | (3m-3g+4) = 3m° + 4m+1. (7)
6m+4
p=1 g=1
n = 6m+5 (MEO): Zul x'=2p (p'= A,.4..m) und x = 2q¢1 =10, w1

jeweils y bis 3m-p+2 bzw. bis 3m-g+3, also
m m+1

2
A6m+5 = Z : (3m-3p+3) + E_ (3m-3g+5) = 3m“+5m+2. (8)
p=1 a1
Andererseits ergibt sich in den Fédllen n = 6m+k jeweils
2 2
N /6 2 Kitl 5
i 3m“© + mk + ) (01108, e st B (9)

Aus (3) bis (9) erhdlt man fiir k = 0,1,...,5 der Reihe nach als
2

|:!

A die Werte O, T%’ %, %, %, T%' Diese sind sdmtlich kleiner

n

ey
N

als %, w.z.b.w.

Hinweis: Die zu Beginn gegebene Charakterisierung der abzuzdhlenden
Darstellungen durch (1), (2) braucht nicht in der dort cenannten
Ausfiihrlichkeit als Zuordnung zur Menge von Paaren (x;y) formuliert
zu werden. Wichtig ist jedoch auch bei anderer Formulierung eines
Abzdhlungsmodus: 1. Er erfaBt jede Darstellung (Vollstdndigkeit)
und 2. Zwei in der Abzdhlung auftretende Fédlle (wie in der obigen
Darstellung zwei Paare (x;y)) sind genau dann voneinander verschie-
den, wenn die damit erfaBten Darstellungen voneinander verschieden
sind (Eindeutigkeit). Ferner sei darauf hingewiesen, daB sich curch
‘erwendung der Funktion [x] (gréBtes Ganzes = x) Beweisschritte

einfacher fassen lassen.

1 Ist m = O, so bedeutet die "Aufzahlung" xit=l2nt (ph=idip ssisem)e/Eg

gibt kein x = 2p. Entsprechend 1st eine Summe 555(3.0 = 2D c)

gleich O zu setzen. Die oben benutzte Formel B
s (3m-3p+e) = me(3mec) - 3T
Pl

bleibt daher auch fiir m = O anwendbar.



