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Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht
oder den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, miissen
alle verwendeten Aussagen prédzise formuliert und be-
wiesen werden. Der Losungsweg (einschlieflich Neben-
rechnungen, Konstruktionen, Hilfslinien) muB8 deutlich
erkennbar sein. Die Gedankengiénge und Schlisse sind in
logisch und grammatisch einwandfreien Sétzen darzu-—
legen.

211221

Sind a, und d gegebene reelle Zahlen, so sei (an) die arithme-
tische Zahlenfolge mit a = a, + (n=1)d filr n = 1,2,3,400
Ferner werde fiir n = 1,2,3,... definierts

n n
B, = > _a - RIOE IS
< e k! TR e 0
a) Man ermittle a, und d so, daB s, = 4 und z, = 15 gilt.
b) Man beweise, daf fiir beliebige reelle a,, d und alle n =
.1’2,3’0-0 .
Zn = E'Q;—Q (ay + n'.i-id)

gilt,
211222
Men.ermittle alle diejenigen -reellen Zahlen x, fur die
2 1

o T

giltc

211223

Es sei ABCD ein beliebiges Viereck. Seine Seitenléngen seien
a,b,0,d; sein Flécheninhalt sei F.
Man beweise, daB dann stets die folgende Ungleiochung Gl

F S %(aa + b2 + ¢ + dz). (&)
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Ferner ermittle man alle diejenligen Vierecke, fir die in )
das Gleichheitszeichen gilt, '
211224
Man beweise: Fiir jede ungerade ganze Zahl n 2 5 1st
1 1
1+ xoF 13 et oierel 3 n—:l-)02-'5°40 eees o (n-1)
eine durch n teilbare ganze Zahl.



XXI. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
2. Stufe (Kreisolympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklassen 11 und 142

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den LUsungen fir die
1. Stufe gelten auch fiir die 2. Stufe,

211221) Losung: 9 Punkte
a) Nach Definition ist’ '
a, =a, + d, =a, +2d, a, =a, +3d,

a
By Bey  Bam 21‘“&2 ok WA S8 Bt N T Diadion Mt
8, = ayta,tasta, = 4a1 + 6d,
Zy = Byt8,+84+8, = 10a1 + 10d. .
Daher gilt genau dann By = 4 und Zy = 15, wenn die Gleichun-
gen 4a, + 6d = 4 und 10a1 + 410d = 15 gelten, und dies ist
genau fir
a, = % und d = -1
der Fall,
b) I, Die zu beweisende Gleichung gilt fir n = 1; denn es ist

zy =8, =a, und 11&%112 (a.1 + 1§1d) =a,.

II, Wenn die zu bewelsende Gleichung fiir eine natiirliche
Zahl n = h 2 4 gilt, d.h. wenn fir ein h 2 1

zh‘r'l'mgl)‘(%*%-ld)

gilt, so folgt wegen Zypyq = %yt Shq und da nach der
Formel fir arithmetische Reihen

Spyq = (htida, + %*lﬁ d AEE,. .

= BB (a, + Bl @) + (a+t)a, + BEBH
*n+1 LSy 1 :

- BT (uezda, + BERLD (B2 4 130

B (h+1 ZZSh'fZZ (8.1’ o 131_4),

1 Einige der folgenden Gleichungen kdnnen auch durch Zitieren
bekannter S&tze bzw. durch vorheriges Lisen von Aufgabenteil .
b) erhalten werden,
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d.h. es folgt die Gliltigkeit der zu beweisenden
Gleichung auch fiir n = h+i.
Mit I. und II. ist die zu beweisende Gleichung durch vollstén-
dige Induktion fir alle n = 1,2,3,... nachgewiesen.

211222) Ldsungs 9 Punkte
I. Wenn fiir- eine reelle Zahl x
2 1
x? -4 < & ()

gilt, so folgt:
Wegen der Existenz der linken Seite von (1) ist 2x%- 2 0,

also

2=} ' (2)
aus 12x% - 1 2 0 und (1) folgt ;'—c>0, also

X =008 ‘
hiernach folgt aus (2) :

x 2 } 12, )
Wegen '2):2 -1 2 0 folgt aus (1) ferner durch Quadrieren

2x% -1 < 1—2- 3 )

X

hieraus folgt wegen x2>0

2x* - x2 <y

2
x* - P<d,
2 2

o - PP<e ()

2-}<3, ®

x2<1 » &)

b 4 TR .(8)
Nach (3) und (8) konnen also nur reelle Zahlen mit

%—-{T Sx <1 )

die Ungleichung (1) erfilllen.

II.Wenn x eine reelle Zzhl ist, fiur die (9) gilt, so folgt:
Wegen (8) und x>0 gilt (7), also (6). Aus (9) folgt fernmer
(2). Daher ist x% - %->0; also erhilt man aus (6) wieder (5)
und wegen x2> 0 auch (4). Wegen x>0 und da nach (2) auch
2x% —= 1 2 0 gilt, ergibt sich aus (4), daB (1) erfiillt ist.



Mit I, und II. ist bewiesen, daB genau diejenigen reellen Zah-
len x, fur die %YE‘ S x <1 gilt, die Ungleichung (1) erfiillen.
2, Losungsweg: Durch £(x) = J2x® - 1 ist fur alle x mit

' 2%° - 1 2 0 eine Funktion f defi-
niert, d.h. fir alle diejenigen x,
fir die entweder x S - %1’? oder

y‘ : \ X %- 72' gilt. Fir die negativen x
1st f<os 12x% - 1, also die ge-
forderte Ungleichung nicht erfiillt.

Graph von - Im Intervall aller x 2 12}’_2" ist die
f(X)=V2x!—1 ; Funktion f streng monoton steigend

(denn aus 157’? S x, <x, folgt
0 s 2x? - 1<2x§ -1, also

]
1 "~ 1/NGraph von gix)=% f(x1)<f(x2)).
A _ ' Ferner 1st in diesem Intervall die
0 -11 21 ) " R X durch g(x) = ;-c- definierte Funktion
g streng monoton fallend (denn aus
Abb, L 211222 192 5 Xy <%y f02gt ﬁ>;—é—).

Also haben die Graphen von f und g in diesem Intervall hochstens
einen Schnittpunkt. Sie haben, wie die Probe zeigt, den zu

X = 1 gehorenden Schnittpunkt (es gilt £(1) = 1 = g(1)).

Hieraus folgt, daBl die betrachtete Ungleichung genau im Inter-
vall

%ﬁﬁ x <1
gilto
2112232 Losung: 10 Punkte

In jedem Viereck gibt es mindestens eine Diagonale, die die

Fldche des Vierecks in zwei DreiecksflZchen zerlegt.
Die Fl&che des Vierecks ABCD werde o0.B.d.A. durch die Diagonale

AC in die Fldchen der Dreiecke ABC und ACD zerlegt.
Ist B die GroBe des Winkels ¥ CBA, so gilt fir den Flicheninhalt
F, des Dreiecks ABC:

1
F, =z absinfl. : (29
Wegen sinf3 ¥ 1 gilt folglioh F, S £ ab, d.h.
1 :
F, § 7 . 2ad. (3D



Da fir beliebige reelle Zahlen a,b die Unglelchung

(a-p)% 2 0 )
gilt und daraus die Beziehung
2ab § a2 + b° )
folgt, gilt demnach
F, 53 (a2 + ¥P). (6)
Analog gilt fur den Flacheninhalt F2 des Dreiecks ADC
, 5 F (0% +a®). )

Aus (6) und (7) folgt (19

Das Gleichheitszeichen in (1) gilt genau dann, wenn es in (6)
und (7) gilt. In (6) gilt es genau dann, wenn es in (3) und
(5) gilt. In (3) gilt es wegen (2) (und gP<iif = 1800) genau

fitr 3 = 90%; in (5) gilt das Gleichheitszeichen ‘genau dann,
wenn es in (4) gilt, und das ist genau fir a = b der Fall,
Entsprechend zeigt man, daB das Gleichheitszeichen in (7) genau
dann gilt, wenn der Innenwinkel bei D die Grofe d = 90° hat und
o ='d gilt,

Somit gilt das Gleichheitszeiohen in (1) genau dann, wenn ABCD
durch die Diagonale AC in zwei gleichschenklig-rechtwinklige
Dreiecke zerlegt wird, d.h. ein Quadrat i5te

241224) Losung: 412 Punkte

Nach Voraussetzung ist n = 2k + 1, wobel k eine von Null ver-
schiedene natiirliche Zahl ist.

Da die Anzahl der Summanden der Summe

it 1 Slick
S—‘1+-E+.o'+n_1
gerade ist (nd@mlich gleich ZL), und da wegen k+1 = n-k in die-
ser Summe auf den Summanden E der Summand -—E folgt, 1laBt sich

die Summe so umformen, dafl
@t Gt e+ G+ ),
also s = E%T + Ztﬁ%§7 *oeee T
' <)
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Da das Produkt p = 2¢3¢ ... o (n-1) durch jeden Nenner in (1)
teilbar ist, ist das Produkt

s Wl 1 1

o i 1o G LM = D
eine ganze Zahl und folglich das Produkt s-p eine durch n tell-
bare ganze Zahl, We.zZ.boW. ‘



Empfehlung fiir die Punktverteilung

OKL 12 Gesamtpunktzahl: 40
211221
a) 4 Punkte
b) 5 _Punkte
9 Punkte
211222
I. (Angabe der fiir (1) notwendigen Bedingung (9)) 6 Punkte
II. (Nachweis, daB8 (9) hinreichend fiir (1) ist) 3 Punkte
9 Punkte
211223
F, & 2 Punkte
Abschétzung (5) 1 Punkt
Abschétzung (6) 2 Punkte
Abschétzung (7) 1 Punkt

SchluB, daB aus (6) und (7) die Beziehung (1)

folgt 1 Punkt

Nachweis, daB genau fiir die Quadrate das Gleich—

zeichen gilt 3 _Punkte

10 Punkte

211224

Erkenntnis, daB Anzahl der Summanden von s

gerade ist 1 Punkt

Gleichung (1) 4 Punkte

Erkenntnis, daB p durch jeden Nenner in (1)

teilbar ist 3 Punkte

SchluB darauf, daB sp ganz ‘ist, 2 Punkte
daB sp durch u teilbar ist 2 Punkte

12 Punkte



