e XXI. Olympiade Junger Mathematiker der
Deutschen Demokratischen Republik
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Olympiadeklasse 10 UM a =

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, mlissen alle ver-
wendeten Aussagen prédzise formuliert und bewiesen werden.
Der Losungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen, Kon-
struktionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein.
Die Gedankengidnge und Schliisse sind in logisch und gram-

matisch einwandfreien S&dtzen darzulegen.

511041

Ermitteln Sie alle Paare (a;b) aus positiven ganzen Zahlen a, b,
die die Eigenschaft haben, daB von den folgenden vier Aussagen
(1),(2),(3),(4) genau drei wahr sind und eine falsch ist!

Die Aussagen lauten:

(1) b |/ (a+1),

(2) a =4%2b .+ 5,

(3) 3 | (ab),

(4) a+7b ist eine Primzahl.
211042

Definition: Eine Linge d heiBt Durchmesser einer Punktmenge M,

wenn folgende Bedingungen erfilillt sind:

(1) Fiir je zwei Punkte X,Y aus M gilt: Der Abstand XY zwischen
diesen Punkten erfiillt die Ungleichung XY < a.

(2) Es gibt zwei-Punkte P,Q aus !l, deren Abstand PQ = d betrédgt.

Aufgabe: Untersuchen Sie, ob man jede Vierecksfldche V so durch

einen Streckenzug in zwei Teilfldchen zerlegen kann, daB jede der

beiden Teilflichen einen kleineren Durchmesser als V hat! Dabei

soll jede der genannten Flidchen einschlieBlich ihres Randes ge-

nommen werden. (Insbesondere zdhlt also ein zerlegender Strecken-

zug zu beiden Teilfldchen.)
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Von den nachstehenden Aufgaben 211043A und 211043B ist genau eine

auszuwadhlen und zu 1lOsen:

211043A

In einem Mathematikzirkel wird i{iber nichtkonstante Funktionen
diskutiert, die filir alle reellen Zahlen definiert sind und deren
FunktiOnswerte wieder reelle Zahlen sind.

~Sind f und g zwei solche Funktionen, so kann man eine Funktion F .
fiir alle reellen x durch

F(x) = f(g(x))

definieren.

Die Diskussion beschidftigt sich mit der Frage, ob derartige
Funktionen £, g, F periodisch sind. (Bekanntlich heiBt eine Funkj
tion ¥ genau dann periodisch, wenn eine reelle Zahl p > O so
existiert, dap fiir alle x die Gleichung F (x+p) =¥ (x) gilt.)
Jens behauptet: x
Ist g eine periodische Funktion (und £ periodisch oder nicht), so
ist auch stets die - wie oben erkldrte - Funktion F periodisch.
' Dirk behauptet:

Ist f eine periodische Funktion (und g periodisch oder nicht), so
ist auch stets F periodisch.

Christa behauptet:

Sind beide Funktionen f und g nicht periodisch, so ist auch stets
F nicht periodisch.

Untersuchen Sie fiir jeden dieser drei Schiler, ob er damit eine

wahre oder eine falsche Aussage gemacht hat!

" 211043B
Beweisen Sie, dap man auf der Oberflidche einer Kugel, die den
Radius r hat, 12 Punkte P1,P2,...,P12 so verteilen kann, dag fir
je zwei dieser Punkte ihr Abstand voneinander gr&Ber als r ist!

' Dabei wird als Abstand zwischen zwei Punkten die Lé&nge ihrer

. geradlinigen Verbindungsstrecke bezeichnet (nicht etwa ein Bogen

auf der Kugeloberfldche) .



A JOsTT XXI. OlympiaderJunger Mathematiker der
Deutschen Demokratischen Republik
4, stufe (DDR-Olympiade)
Olympiadeklasse 10 = 2. 4Tag =

211044
Mehrere Personen spielen ein Spiel mit drei wWiirfeln, auf deren
Seitenfldchen anstelie der {iblichen Zahlen Buchstaben stehen. Auf
jedem Feld steht genau ein Buchstabe; jeder Buchstabe kommt nur
"einmal vor. Nach jedem Wurf muf der Spieler versuchen, aus den
drei Buchstaben, die oben liegen, ein Wort zu bilden.
Untersuchen Sie, ob eine Verteilung von Buchstaben auf die Wiirfel
derart méglich ist, daB mit den so beschrifteten Wirfeln im Laufe
des Spiels auf diese Weise die Worter

AUF, BEI, BEN, CUP, GER, ICH, IDA, IST, MAN, NOT, TOR, 2ZUG
gebildet werden kénnen! Wenn dies der Fall ist, so untersuchen
Sie, ob die Verteilung der Buchstaben auf dié wiirfel aus den ge-
nannten Angaben eindeutig hervorgeht, 4. h., ob fiir jeden der
drei wiirfel (bis auf die Reihenfolge) eindeutig folgt, welche Buch~-
staben auf ihm stehen! Ist auch dies der Fall, so ermitteln Sie

diese Verteilung!

211045
Ermitteln Sie alle Mengen {a,b,c} aus positiven ganzen Zahlen
a,b,c, die jeweéils zusammen mit der zahl s = %(a+b+c) die Glei-
chung

s(s-a) (s-b) (s-c) = 2s
erfiillen!
211046

Die Eckpunkte A,B,C,D eines Tetraeders ABCD, ein Punkt P auf der
Fliche des Dreiecks ABD, ein Punkt Q auf der Flidche des Dreiecks
BCD und ein Punkt R auf der Fliche des Dreiecks ACD seien so im
Raum gelegen, daB sie bei einer Parallelprojektion die auf dem
Arbeitsblatt angegebenen Bildpunkte A', B', €, Dty PO bzw.
R' haben (Abb. A 211046) . Die Ebene durch P,Q und R schneidet die
vier Seitenflichen des Tetraeders in einer Schnittfigur.
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Konstruieren Sie auf dem Arbeitsblatt die Projektion dieser Schnitt-
figur! Beschreiben Sie Ihre Konstruktion und beweisen Sie, daB

eine Figur die gesuchte Schnittfigur ist, wenn sie nach Ihrer Be-
schreibung konstruiert wird!

Arbeitsblatt fiir 211046

Abb. A 211046

2
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10T XXI. Olympiade Junger Mathematiker der
Deutschen Demokratischen Republik
4, Stufe (DDR-Olympiade)
Ldsungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 10 =alinTagii=

211041) Lésung: 6 Punkte

I. Wenn ein Paar (a;b) positiver ganzer Zahlen a,b die geforderte
Eigenschaft hat, so folgt:

;Wére (3) wahr, so gdbe es eine ganze Zahl x mit a+b = 3x., Daraus
folgte a - 2b = 3(x-b) # 5 (da 5 nicht durch 3 teilbar ist), also’
wdre (2) falsch. Ferner folgte a + 7b = 3(x+2b) und (wegen a > O,
b/> 0 anchix, > .0,/ also)’ x +22b Z 1 + 21 »1, so daB a + 7b keine
!Primzahl wdre; also wdre auch (4) falsch, im Widerspruch zur Vor-
‘aussetzung, daB genau eine der Aussagen ()5 €20,3(3) 7, ([4) ‘Ealsch
ist.

Daher ist (3) falsch, und (1),(2),(4) sind wahr, Aus (1) und (2)
folgt b I (2b+6) , also b ] 6. Mithin ist b eine der Zahlen 1, 2,
3, 6. Nach (2) ist a die zu b in der folgenden Tabelle angegebene

iZahl, woraus sich der entsprechend angegebene Wert von a+7b ergibt:

b a a+7b Da 14 und 32 keine Primzahlen sind, ko&n-
1 7 14 nen folglich nur die Paare (9;2) und

2 9 23 (17;6) die geforderte Eigenschaft haben.
3 11 32

6 17 59

iII. Sie haben diese Eigenschaft; denn

wegen 2 l (9+1) bzw. 6 l(17+1) ist (1) fir diese Paare wahr,

wegen 9 = 24

245 bzw.

17 = 24¢6+5 ist (2) fiir diese Paare wahr,

wegen 3 * (9+2) bzw. 3 *(17+6) ist (3) filir diese Paare falsch, .

wegen 9+72

= 23 bzw.

17+7¢6 = 59 ist (4) fir diese Paare wahr,

da 23 und 59 Primzahlen sind.

Daher haben genau die Paare (9;2) und (17;6) die geforderte Eigen-

schaft.

211042)L5sung:
Eine Zerlegung der genannten Art ist nicht flir jede Vierecksflidche

6 Punkte

m&glich; es gibt nd@mlich eine Vierecksfldche V mit der Eigenschaft,
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daB bei ‘jeder Zerlegung von V durch einen Streckenzug in zwei Teil-
flichen (mindestens) eine der beiden Teilflachen denselben Durch-
messer hat wie V. Eine solche Vierecksfldche V kann man z. B. fol-
gendermaBen erhalten: Man wdhle ein gleichseitiges Dreieck ABC;
seine Seitenlédnge sei d. Einen vierten Punkt D wihle man so, daB
ABCD ein Viereck wird und ADSd, BD3d, CD3d gilt. Beispielsweise
kann man, um dies zu erreichen, D auf dem klirzeren A mit C ver-
bindenden Bogen des Kreises um B mit d wdhlen. Die Fldche V jedes
so . gebildeten Vierecks ABCD hat die behauptets Eigenschaft; denn
es gilt:
(a) V hat den Durchmesser d.
(b) Bei jeder Zerlegung von V durch einen Streckenzug in zwei
Teilfl&chen F1,F2 hat eine der Fldchen F1,F den Durchmes-

2
ser d.

Beweis zu (a):

(1) Fiir je zwei Punkte X,Y aus V gilt: Die Gerade durch X,Y hat
mit dem Rand von V zwei Punkte S,T gemeinsam, fiir die XY, £ ST,
gilt. Gibt es sogar zwei solche Punkte S,T, die Eckpunkte von V
sind, so ist ST = @ nach Wahl von V. Andernfalls liegt 0.B.d.A.
‘der Punkt S zwischen A und B, und wegen < AST + <IBST = 180°
gilt 0.B.d.A. & AST 2 90°, Daher ist AT im Dreieck AST die ling-
ste Seite, also gilt ST £ AT. Indem man nochmals die Fille unter-
scheidet, ob die Gerade durch A,T auBer A einen Eckpunkt von V
enthdlt oder nicht, und entsprechend wie eben argumentiert, erhdlt
man AT £ 4. Damit ist XY ¥ 4 gezeigt.

(2) Es gilt beispielsweise AB = d.

Beweis zu (b):

Fiir jede der genannten Zerlegungen gilt: (Mindestens) eine der
beiden Teilfl&dchen F1,F2 enthdlt (mindestens) zwei der Punkte
‘A,B,C. Diese Teilfliche hat wegen AB = AC = BD = d (und wegen

des unter (a) (1) Gesagten) den Durchmesser d.

211043A) Losung: 8 Punkte

(a) Jens hat eine wahre Aussage gemacht.
(b) Dirk hat eine falsche Aussage gemacht.
(c) Christa hat eine falschq Aussage gemacht.
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. Beweis zu (a): Ist g periodisch, so existiert eine reelle Zahl
p > O derart, daB fir alle x die Gleichung g(x+p) = g(x) gilt.
Fir alle x gilt dann auch die Gleichung F(x+p) = f(g(x+p)) =

= £(g(x)) = F(x).

‘Beweis zu (b): Eine nicht periodische Funktion F (mit F(x) =
="fgi(x) ). ‘fur alle j(x) mit periodischer- Funktion f liegt etwa in
‘'folgendem Beispiel vor:

-x’ also F(x) = sin(2_x). Inlder

Es sei f(x) = sin x und g(x) = 2
Tat sind f und g nichtkonstant, und es gilt:

(1) £ ist periodisch.

(2) F ist nicht periodisch; denn filir jedes reelle P2 0ng il

F(0+p) # F(0). Es ist namlich 0 < 2P < 2°< I, also, da die
Sinusfunktion im Intervall (O,I) streng monoton wdchst, sin (2_p)(

<sin(2%).

Beweis zu (c): Eine periodische Funktion F (mit F(x) = f(g(x)) fir
alle (x) mit nicht periodischen Funktionen f und g liegt etwa in
folgendem Beispiel vor: '

‘Es sei f£(x) = | x| und g(x) = sin | x| , also F(x) = | sin]| x|| Jodn
der Tat sind f und g nichtkonstant, und es gilt:

() L s tyndicht periodisch; denn fiir jedes reelle p > 0 gilt

f (O+p)=p >0=£ (0).

(2) g ist nicht periodisch. Gébe es némlich ein p > O mit

g (x+p)

g(x) fir alle x, so folgte sin p = sin | p| = g(O+p) =

= g(0) = 0, also p'= kT mit einer ganzen Zahl k. Wegen p > O
‘wdre k 2 1, und damit folgte z. B. wegen - %+2p = - §+2kr >0
der Widerspruch 1 = sin I— %I =gi(= %) = g(= %+p+p)

= sin(- T+2kmT) = sin(- ) = -1,
(3) F ist periodisch. Zun&chst ist n#mlich

F(x) = | sin x | fir alle x,
wie sich fir x 2 0 aus sin | x| = sin 2,
flir x' < 0 aus, sin |ix | =isin(=x) = =sin x

ergibt., Damit aber erhdlt man fiir alle x
F(x+T) = Isin(x+ﬂ')[ =| -sin x| = lsin x‘ = F(x).
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211043B) Losung: 8 Punkte
Eine L&sungsmdglichkeit besteht darin, fir P1,...,P12 die ‘Eck=

punkte eines regulérén Ikosaeders zu wdhlen. Das ist ein Korper,
der von 20 gleichseitigen Dreiecksfldchen so begrenzt wird, daB
an jedem seiner 12 Eckpunkte finf dieser Fldchen zusammentreffen,
wobei die Neigungswinkel zwischen je zwei benachbarten Fl&chen
‘einander gleich sind. Zum Beweis, daB bei dieser Wahl von P1,...,
P12 die Forderung der Aufgabe erfilillt wird, geniigt es zu zeigen,
daB die Kantenldnge s eines solchen Ikosaeders groger als r ist1
(denn auBer s kommen als Lé&ngen 5;5; nur noch Diagonalenl&ngen

in regulédren Fiinfecken der Seitenldnge s sowie Kugeldurchmesser
vor) .

Um s > r nachzuweisen, seien die Ecken eines Ikosaeders wie in
Abb, L211043Ba bezeichnet; P, und P,, sind Endpunkte eines Kugel-
durchmessers, P2P3P4P5P6 und P7P8P9P1OP11 sind reguldre Finfecke,
beide in Ebenen e bzw. e, senkrecht zu P1P12 gelegen. Abb.
L211043 Bb zeigt einen ebenen Schnitt durch P1,P2,P12. Daraus

ist ersichtlich, daB e, von P1 und folglich ebenso e, von P12

den Abstand q = %; hat (Kathetensatz fir A P1P2P12). Der genannte
Schnitt geht auch durch den Mittelpunkt Q der Strecke P,Pg. Die-
ser Punkt ist (sowohl in £&P7P8P12 als auch) in A P,P,Pg Hdhen-

fuBpunkt, also gilt h = (P12Q =) 2Q = %|/3 (Hbhenldnge im gleich-
seitigen Dreieck). Die Parallele durch Q zu P1P12 schneidet das

‘Lot von P, auf P.P in einem Punkt T, und da h im Dreieck

712 L
PzQT Hypotenusenlédnge ist, gilt h 2 QT = 2r - 2g. Wdre nun s s r,
so folgte g 2 %, h 2 2r=-2q 2 ¢ im Widerspruch zu h S % VT; Lo
Damit ist der verlangte Beweis gefilihrt.

1 Der Nachweis, daB man P,,...,P 2 auf der Kugeloberfldche als
Eckpunkte eines reguldren Ikosgeders widhlen kann, da ndmlich
umgekehrt zu jedem reguldren Ikosaeder eine Kugel durch seine
Eckpunkte (Umkugel) existiert, wird vom Schiiler nicht verlangt.
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T 1Oz Tl XXI. Olympiade Junger Mathematiker der
Deutschen Demokratischen Republik
4, Stufe (DDR-Olympiade)

Ldsungen und Punktbewertung

Olympiadeklasse 10 = e 2ri Aty

211044) Loésung: 6 Punkte
Eine Angabe der Form (x1,...,xi)
(y1,...,yj)
(21""'Zk)
pedeute, daB die Buchstaben X,,...,x. auf dem ersten, y,;,...,V.:
1 ¥ 1 J
-auf dem zweiten und z1,...,zk auf dem dritten Wirfel vorkommen.

I. Wenn eine Verteilung den Bedingungen der Aufgabe entspricht,

so folgt: Wegen des Vorkommens von BEI gilt o.B.d.A.
(B) (B )

(E) . Wegen des Vorkommens von BEN folgt dann (E ). Wegen des Var-
(I) (IN)
kommens von NOT gibt es nur die folgenden Moglichkeiten (1), (2),
(BOGS)
in denen wegen TOR, GER und IST nur die Verteilungen (1) (ET ),
(BTG) (INR )
(2) (EOS) verbleiben. Wegen ZUG gibt es nur die vier Mdglichkeiten
(INR)
(BOGS) (BOGS) (BTG ) (BTG )
ClL T FSEEDZ 85 (% 2) 8 (BTU ) 2NN EBOSZ )T (252) H(EOST)
(INRU) (INRZ) (INRU) (INRZ) *
Wegen AUF gibt es nur die acht folgenden M&glichkeiten:
(BOGSA) (BOGSF) (BOGSA) (BOGSF)
S S e ZR ) T 200 CEDZ AN A N 20 O RTU  01ie 21 20) (BETDNE)E
(INRU ) (INRU ) (INRZF) (INRZA)
(BTGA ) . (BTGF ) (BTGA ) (BTGF )
(205 I (BOSZEN, i (2 2 S EOSZ R B (2 241N OEOSBRNGH (2 $ 20 20 SH(EO ST
(INRU ) (INRU ) (INRZF) (INRZA)

Wegen IDA (oder MAN) scheiden davon (1.2.2) und (2.2.2) aus. Ferner
scheiden (1.1.2) und (2.1.1) aus, da bei ihnen wegen IDA und MAN
die beiden Buchstaken D und M zusammen auf einen Wirfel kommen miS8-
ten, der bereits 5 Buchstaben enthdlt. In den ilibrigen F&llen verrs

bleiben fiir IDA und MAN die;Verteilungen

(BOGSA ) (BOGSA) (BTGFDM)
(10090 CETZEDM) 5 KT 2R 1HE M GETUDMY S (2101 L 205 (EOS 220
(INRU ) (INRZF) (INRU )
(BTGA )
(2.2.1) (EOSUDM) .
(INRZF )

30" 08/34=1
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Wegen CUP scheiden von| ihnen weiterhin (1,1.1) und (2.1.2) aus,
da bei diesen Verteilungen einer der Buchstaben C,P auf einem
Wirfel stehen miiBte, der bereits mit sechs anderen Buchstaben be-i
setzt ist. Mit entsprechender Begriindung scheidet schlieBlich auch
(2.2.1) wegen des Vorkommens von ICH aus. In der einzigen somit
verbliebenen Verteilung (1.2.1) folgt nun aus dem Vorkommen von
CUP und ICH, daB C nur auf dem ersten Wiirfel stehen kann und hier-
nach nur die M&glichkeit

(BOGSAC)

(ETUDMH) verbleibt.

(INRZFP)
ITI. Bei dieser Verteilung k&nnen alle geforderten Wérter gebildet
werden. Daher ist eine Verteilung von Buchstaben auf die Wiirfel
in der geforderten Weise mdglich; und zwar geht aus den Angaben
eindeutig die zuletzt genannte Verteilung hervor,

211045) Lésung: 7 Punkte
;I. Angenommen, eine Menge { a,b,c } habe die geforderte Eigen-
‘schaft. Mit a,b,c ist dann auch s positiv. Ferner sei o.B.d.A.

0<a$péic (@
angenommen sowie s-a = x, s-b =y, s-c = z gesetzt, womit man
x+y+z = 3s-(a+b+c) = $ und wegen (1) auch x 2 y 2, erhdlt. Wire

'z = 0, so folgte aus der geforderten Gleichung der Widerspruch
s=0. Wdre z < 0, so widre wegen s >0 und der Existenz der Wurzel
V§;§;'auch y s O, und es folgte der Widerspruch a = s-x = y+z <0.

Also gilt

X2y 2y bas (2)
Aus der geforderten Gleichung

V(x+y+z)xyz = 2(x+y+z)
folgt nun (x+y+z)xyz = 4 (x+y+z)2, wegen x+y+z # O also

xXyz = 4(x+y+z). (3)
Wdre s-nicht ganzzahlig, so wdre s ein ungeradzahliges Vielfaches
von %. Dasselbe‘wﬁrde fir x,y und 2z zutreffeni Daher wédre einer-
seits xyz ein ungeradzahliges Vielfaches von g’ andererseits aber
4 (x+y+z) ganzzahlig, im Widerspruch zu (3). Also sind s und damit
auch x,y,z ganzzahlig.
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Der weitere Lsungsverlauf kann wie in Aufgabe 231081 erfolgen1:

Aus

x(yz-4) = 4(y+2) . (4)
folgt wegen x >0, 4(y+z) > ©, daB yz > 4 sein muB, also

alle Paare (y,2) mit z =1,y %4

sowie das Paar (y,z) mit z =2,y =2
ausscheiden. Ferner folgt xyz < 443%x, also yz £ 12; daher scheiden
alle Paare (yrzhomitl za=1 8y >1.2
sowie alle Paare (y,z) mit z =2,y > 6
und alle Paare (v;'z) ikt o 2.3, Vi 5> ol
aus. Von den verbleibenden Paaren sind in der folgenden Tabelle
- fUr genau diejenigen, zu denen eine ganzzahlige L&sung x von (4)
existiert, die auch (2) erfiillt, dieser Wert x sowie die Werte
s=x+y+z, a=s-x, b=s-y, c=s-z angegeben:

5 6 7, 8 9 10 111 112 3 4 5 6 3
z 1 1 1 1 1 1 1 1 % 2
x |24 |14 o 9 - G = b i K] 6 = = = =
s | 30 |21 18 11641012
a 6 7 9 5 6
b [£25 T W5 10 12 8
ci]:29 120 i 33,2910

.Daher k&nnen nur die Mengen

[6.25.29 } {18420}, {9,10,17} c{512,13) {6,810} (5
die geforderte Eigenschaft haben.
'II. Sie haben diese Eigenschaft; denn zu ihnen gehdrt jeweils als
s der Wert %(6+25+29)=30, %(7+15+20)=21, %(9+1o+17)=18,
%(5+12+13)=15, %(6+8+10)=12, und es gilt

300244501=2430,)/ 21:144641=2421, [ 1849:841=2418,
154104322=2015, |/12460402=20412.

Somit haben genau die in (5) angegebenen Mengen die verlangte

Eigenschaft.

.1 Der SchluB von (2), (3) auf die (x,y,z) der Tabelle kann also
auch als Zitat aus Aufgabe 211031 angegeben werden.
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211046) Losung: 7 Punkte

Abb. L 211046

I. Konstruktionsbeschreibung:

(1) Man konstruiert die Gerade durch
Schnitt s ‘miti Al ch. :

.(2) Man konstruiert die Gerade durch
Schnitt! T mit BYUCY,

(3) Man konstruiert die Gerade durch
Schnitt U' mit der Geraden durch

(4) Man konstruiert die Gerade durch
Schnitt/ V'.mit D'U".

(5) Man konstruiert die Gerade durch

D! RY

D| ,Ql
s',T!
a',B'

Rl ,Ql

v',p'

Schnitt X' mit A'D' und zum Schnitt y'

(6) Man konstruiert die Gerade durch
Schnitt ‘Z' mit.Cc'D'.

X1 R

und

und

und

und

-und

mit

und

bringt

bringt

bringt

bringt

bringt

A'B'.
bringt

sie

sie

sie

sie

sie

sie

zum

zum

zum

zZum

zZum

zum
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(7) Man konstruiert die Gerade durch Z',0' und bringt sie zum
Schnitt W' mittBhC": -

S

-II. Beweis, daB die so konstruierte Figur Y'X'Z'W' die Projektion
.der Schnittfigur ist:

.Die Gerade durch D,R verlduft durch die Seitenflidche ACD; sie
.schneidet daher AC in einem Punkte S. Folglich ist der in (1)
konstruierte Punkt S' der Bildpunkt von S.

iDie Gerade duxch D,Q verlduft durch die Seitenfliche BCD; sie
schneidet daher BC in einem Punkte T. Folglich ist der in (2)
‘konstruierte Punkt T' der Bildpunkt von T.

‘Die Gerade durch S,T liegt in der Ebene durch A,B,C; wie die Kon-
.struktlon ergibt, ist sie auch nicht parallel zu AB((denn aus

(ST ” AB wiirde auch S' T'" A'B' folgen). Also schneidet sie die
,Gerade durch A,B in einem Punkt U. Folglich ist der in (3) kon-
struierte Punkt U' der Bildpunkt von U. ;

Die Punkte S,T und U liegen nach ihrer Definition in der Ebene
;durch D,R,Q; denn S lieg; auf der Geraden durch D,R; T liegt auf
\'der Geraden durch DjQ; U liegt auf der Geraden durch S,T. Wie die
Konstruktion ergibt, ist ferner die Gerade durch R,Q0 nicht paral-
lel zu DU. Also schneidet die Gerade durch R,Q die (Gerade durch

D,U und sogar, wie die Koastruktion zeigt, die) StrecKe DU in
‘einem Punkt V. Folglich ist der in (4) konstrulerte Bunkt V' der
Bildpunkt von V. i
Der Punkt V liegt nach seiner Definitiom~auf der Geraden durch
IR,Q, also in der Ebene e durch P,Q iR, Andererseits llegt V auch
auf DU, also wie die Punkte D und B in der Ebeme c durch A,B,D.
folglich ist V ein Punkt der Schnittgeraden von e mit c. Ein ande-

e

‘rer Punkt dieser Schnittgeraden ist P, Daher ist die Gerade durch
V,P diese Schnittgerade. Sie verléuft, wie die Konstruktion !5)
zeigt, so in der Ebene c, daB sie AD in einem Punkt X und AB in
einem Punkt Y schneidet, Folglich sind die in (5) konstruierten
Punkte X' und Y' die Bildpunkte von X bzw. Y.

.Der Punkt X liegt nach seiner Definitionm sowochl in e als auch auf
AD, also ih der Ebene b durch A,C,D. Folglich ist X ein Punkt der
Schnittgeraden von e mit b. Ein anderer Punkt dieser Schnitt-
;geraden ist R. Daher ist die Gerade durch X,R diese Schnittgerade.

Sie verlduft, wie die Konstruktion (6) zeigt, so in der Ebene b,
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daB sie CD in einem Punkt szchneidet. Folglich dst der; in (6)
konstruierte Punkt Z' der Bildpunkt von Z.

Der Punkt Z liegt nach seiner Definition sowohl in e als auch auf
CD, also in der Ebene a durch B,C,D. Folglich ist Z ein Punkt der
Schnittgeraden von e mit a. Ein anderer Punkt dieser Schnittgera-
den ist Q. Daher ist die Gerade durch Z,Q diese Schnittgerade.
Sie verlduft, wie die Konstruktion (7) zeigt, so in der Ebene a,
daB sie BC in einem Punkt W schneidet. Folglich ist der in (7)
konstruierte Punkt W' der Bildpunkt von W.

Die Punkte Y und W liegen sowohl in e als auch in der Ebene d
durch A,B,C. Also ist die Gerade durch Y,W die Schnittgerade

von e mit d.

Die vier Strecken YX, XZ, ZW und WY, die folglich der Schnitt-
figur angehdren, bilden ein geschlossenes Vieleck und sind somit
die gesamte Schnittfigur; das Viereck Y'X'Z'W' ist folglich des-

sen gesuchte Projektion.



