XXI. Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik
2. Stufe (Kreisolympiade)

Olympladeklasse’ 8

Achtung: Bls auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
' den Arbeitsgemelnschaften bekannt sind, milssen alle -
verwendeten Aussagen pruzisé forﬁuliert und bewiesen
werden. Der Losungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungén,
Konstruktionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar
sein, Dle Gedankenginge und Schllisse sind in logisch
und grammatisch einwandfreien Siétzen darzulegen.

210824

Ermittle alle diejenigen natﬂrlichpn Zahlen a, fir die

1 Bl
I <g+12 =3

giltl

210822

. Gegeben gei dle Seitenliénge a eines Quadrates ABCD. Um B und D
seien mit dem Radius a Kreisbigen gezmeichnet, die in dem Qua-
drat ABCD eine blattartige Flgur (1n der Abb. A 210822
schraffiert) einschliefen,
a) Berechne fir a = 3,5 om den Flicheninhalt der schraffierten
Fléchel _
b) Ermittle eine allgemeine Formel, die angibt, wie der Flichen—
inhalt der blattartigen Figur von der gegebenen Seitenliinge
a abhingt!
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Abb. A 210822

30 08 32-1 1



‘240823

a) Beweise folgenden Satz:
Wenn ein Dreleck ABC glelchseitig ist, dann ist die Summe
irgend zweler zu verschiedenen Ecken gehirender AuBenwinkel
stets doppelt 8o grolB wie die Summe der zugehSrenden Innen—
winkel,

b) Untersuche, ob auch die folgende Umkehrung des in a) gepann—
ten Satzes gllt:
Wenh;in einem Dreieck ABC die Summe irgend zweler zu ver—
schiedenen Ecken gehtrender AuBSenwinkel stets doppelt so
grof ist wie die Summe der zugehtrenden Innenwinkel, dann
ist das Dreieck ABC gleichseitig.

210824

Uiber den Mitgliederstand einer Betriebssportgemeinschaft (BSG),
in der genau fiinf Sektionen bestehen, wurden folgende Angaben
gemacht:

Genau 22 Mitglieder der BSG gehiren zur Sektion Schach.

Genau ein Drittel aller Mitglieder der BSG gehiren zur Sektion
Fufiball.

Genau ein Fiinftel aller Mitglieder der BSG gehbren zur Sektion
Leichtathletik, ' -

Genau drei Siebentel aller Mitglieder der BSG gehtren zur Sek-
tion Tischtennis.

Genau zwel Neuntel aller Mitglieder der BSG gehtren zur Sektion
Turnen. i

Genau 8 Mitglieder der BSG gehiren zu je genau drel verschiedenen
Sektionen,

Genau 72 Mitglieder der BSG gehtren zu mindestens zwel verschie-
denen Sektionen.

Kein Mitglied der BSG gehtrt mehr als drei Sekitionen an, aber
Jjedes Mitglied mindestens einer Sektion,

Untersuche, ob es eine Zusammenstellung von Mitgliederzahlen so-—~
. 'wohl der gesamten BSG als auch der finf eingelnen Sektionen glbt,
so dafl alle diese Aussagen zutreffen! Untersuche, ob diese Mit—
gliederzahlen durch die Aussagen eindeutig bestimmt sind! Ist’
das der Fall, so glb die Mitgliederzahlen ant



XXI. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
2. Stufe (Kreisolympiade)

Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 8

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Lusungen fiir die
1. Stufe gelten auch fiur die 2. Stufe.

210821) Losung: 8 Punkte

I. Wenn eine natiirliche 2Zahl a die geforderte Ungleilohung er-
fiillt, so gilt

i<tz A D
und )

tr<¥- )
Aus (4) folgt a+12 < 4a, also 12 < 3a, folglich

4 < &, (3
Aus (2) folgt Ja < a+12, also 2a < 12, folglich

a <6, (4)

Die einzige natiirliche Zahl, die (3) und (4) erfullt, ist
a = 5, Daher kann nur diese Zahl die geforderte Ungleichung
erfiilllen.

II. Sie erfiillt diese Unglelchung; denn es gilt

%<%7, da %=%gundﬁ=%g-ist, sowlie

1 i3 1[N
Fr<d, da 78 = £2 und § = I tet.
Daher erfiilllt genau a’= 5 die Bedingungen der Aufgabe,

2s LOsungswegs: Bildet man 5}1-5 fiur zwei aufeinanderfolgende na~
tiirliche Zahlen a = n und a = n+1, so0 erhidlt man die Zahlen

n . n+i

=l und o= s Brin.gt man sie auf den gemeinsamen Nenner

. 2
1 n{n+13) n +13n
(n+12)(n+13), so lauten sie o 3T = Tor T bzw.

2
n+ 1) (n+12 n"+13n+12 n n+ 1
D2y @+ 3) - @HZ)(ar3) « Deher gllt stets 5omy < oo,
d.h, die fir a = 0, 1, 2, +¢s gebildeten Zahlen erfitllen die Un~

gleichungen
o<ty<h<Bts<h<fs<fy<---

Wegen $x = } una §5 = % erfullt somit gemau die natirliohe Zahl
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= 5 die geforderte Ungleichung.

210822) Losung: ' 10 Punkte
a) Durch die Diagonale AC wird das Quadrat und (wegen der

.b>

symmetrischen Lage der beiden Kreisbogen) auch -die gohraffier-
te Fliche halbiert., Daher ergibt sich die Hilfte des gesuch—~
fen Fliécheninhaltes, indem man vom Flicheninhalt des um B ge-—
zelchneten Viertelkreises den Flédcheninhalt des Drelecks ABC
(d.h. den halben Flicheninhalt des Quadrates) subtrahiert.
Also betrigt der gesuchte Fliécheninhalt
2.(F 3,52 = § +3,5%) on® = ( - 1):3,5% on® =

= 0,57+12,25 om%=6,98 on°.

Mit derselben Begrindung wie in a) ergibt sich filr den ge-
suchten Flicheninhalt die Formel 2-(% a? - } az) = fg'— 1),a?.
Hinwelse:
1) Man kann natiirlich auch den Aufgabenteil b) zuerst ldsen und

2)

3)

dann durch Einsetzen von a = 3,5 om das Ergebnis a) er—
mitteln,

Andere LUsungsmidgliochkeiten: Von dem Fldcheninhalt des Vier-
telkreises um B subtrahiert man den Flicheninhalt desjenigen
Flichenstilckes, das von den Strecken AB, BC und dem Viertel-
kreisbogen um D begrenzt wird. Diesen letztgenannten Fliéchen-
inhalt erhidlt man als Differenz aus dem Flicheninhalt des
Quadrates und dem Fldcheninhalt des Viertelkreises um D, Die-
ser Losungsweg kann auch so dargestellt werden, daf man durch
Addition der Fldcheninhalte der beiden Viertelkreigse “den
Fldcheninhalt des Quadrates mit doppelter Beriticksichtigung
des schraffierten Flichenstilckes", d.h. die Summe aus dem
Flicheninhalt des Quadrates und dem des schraffierten Flichen:

stlickes erhalt,

Der bei der Verwendung des Nidherungswertes g?=1,57 auftreten—~
de Rundungsfehler wirkt sich wegen der Multiplikation mit
12,25 bereits so stark aus, daf der Wert 6,98 em2 nicht auf 2
Dezimalen genau ist. Einen mit vorgeschriebener Genaulgkeit
gerundeten Wert anzugeben, wird vom Schiiler nicht verlangt.
Sogar eine LUsungsangabe wie etwa ( - 1)e42,25 om ist zu
akzeptieren, da lUber Modalitidten der Losungsangabe kelne For~



derung im Aufgabentext vorliegt. Von 6,98 em2 abweilchende
Wertangaben sind daher beim Korrigieren daraufhin zu priifen,
ob sle durch Verwendung anderer (aber ebenfalls richtig ge-—
rundeter) Niherungswerte fur T gerechtfertigt sind,

210823) Losung: 10 Punkte
a) Wenn das Dreieck ABC gleichseitig ist, dann betrigt Jeder

b)

Innenwinkel 60°, jeder AuBenwinkel also 180° - 60° = 120°,
Die Summe der zu zwel Ecken gehbrenden Auflenwinkel betrigt
mithin 240°, die Summe der zu diesen Ecken gehdrenden Innen-
winkel betrégt 120°. Da 240° das Doppelte von 120° ist, ist
hiermit der geforderte Beweis gefiihrt.

Die zu den Ecken A,B,C gehtrenden InnenwinkelgriBen seien d,
B bzw, ¥ ; die zugehtrigen AuBenwinkelgrofen sind dann 180°- d.,
180°- Abzw, 180°- §', In der zu untersuchenden Umkehrung be-
sagt die Voraussetzung daher, daf die drei Gleichungen

(180%- &) + (180%= ) = 2.(d + A), (1
(180°- A) + (180°= ¥) = 2+(B + 1), (2)
(180°= y) + (180°- &) = 2¢(yf +d.) (3

gelten. Aus (1) folgt 360°-d—f= 24+ 23, also 3d+ 3f3=

=360° und daher

oL + B =120°, )]
Aus (2) und (3) folgt ebenso

A+ f=120° (5)
bzw, o+ ¥=120°, (6)
Aus (4) und (5) folgt o =Y, ¢p)
aus (5) und (6) folgt d =7, (8)

Mit (7) und (8) ist aber die Aussage gewonnen; dafB das Drel-

eck ABC gleichseitig ist.

Damit ist bewlesen, daB auch die zu untersuchende Umkehrung
gilt. !

2108242 Lisung: 12 Punkte

1.

Wenn fir eine Zusammenstellung von Mitgliederzahlen alle ge-
nannten Aussagen zutreffen, so folgt:

Ist x die Mitgliederzahl der BSG, so sind die Mitgliederzah-
len der genannten Sektionen

22,§,§,gx,§x. ; Gp



Addiert man diese Zahlen, so hat man damit jedes Mitglied
der .BSG so oft erfaBt, wie die Anzahl der Sektionen angibt,
denen das betreffende Mitglied angehdrt. Dieselbe Art der
Erfassung kann man folgendermafen erreichen: Man erfasse Je-
des der x Mitglieder zuniohst einmal, dann die im Aufgaben~
text genannten 72 Mitglieder noch ein zweites Mal und
schlieBlich die zuvor gehannten 8 Mitglieder noch ein drit-
tes Mal, Daher gilt

22 + % + § + gx + %x = x + 80,
Durch Subtraktion von 22+x und Multiplikation mit 345 folgt

105x + 63x + 135x + 70x - 315x = 18270,
58x = 18270,
x £ 315,
Nach (1) konhen daher dié genannten Aussagen nur dann zu-—
treffen, wenn 315 die Mitgliederzahl der BSG ist und
22, 105, 63, 135, 70
die Mitgliederzahlen der Sektionen sind.

II, Werden umgekehrt diese Mitgliederzahlen fir die Sektionen
erreicht und wird zusitzlich erreicht1, daB genau 72 Mit-
glieder zu Je mindestens zwei Sektionen gehtren und von die-
sen genau B zu je genau drei Sektionen, so betrdgt die Mit-
gliederzahl der BSG wegen 22+105+63+135+70-72-8 = 315 dann
315, Also treffen damit auch die Aussagen zu, daﬁ die Mit-
gliederzahlen 105, 63, 135, 70 dasselbe sind wie 3, 5, ;
baw ., 5 der Mitgliederzahl dexr BSG.

Aus I, und II, folgt: Es gibt eine Zusammenstellung von Mitglie- -
derzahlen der BSG und der Sektionen so, daB alle genannten Aus-—
sagen zutreffen, Sie ist durch die Aussagen eindeutig bestimmt
und lautets

BSG: 315; Sektionen: 22, 105, 63, 135, 70,

TDIes kann in der Tat erreicht werden, ZeBe. durch folgende Ver-
teilung:

El ?| LI TiITu|SF‘S¥IST1|STH|FL!FT1‘FTu LT11LT“|T1TUI S?L]SFTH
1

FTu SLTi SLTu|STiTu|F1T1 | FLTw {FTiTu | ITL
il 1 1

Diese Angaben werden vom Sohiller nicht verlangt, erst recht nicht
eine Untersuchung, welche M8glichkeiten insgesamt flir die Vertei-
lung auf die einzelnen Zweier— und Dreierkombinationen bestehen.
4 !




Empfehlung fiir die Punkiverteilung

OKL 8 Gesamtpunktzahl: 40
210821
Angabe (1) _ 2 Punkte
{iberlegungen, die zur Gleichung fiihren 3 Punkte
Gleichung "1 Punkt
L&sung der Gleichung 2 Punkte
Angabe der Anzahlen der Mitglieder
der einzelnen Sektionen 1 Punkt
Probe 3 Punkte
12 Punkte
210822
Flédcheninhalt des Sektors 2 Punkte
Fléchen;nhalt des Dreiecks 2 Punkte
' Differenz der beiden Flécheninhalte /1 Punkt
Verdopplung der ermittelten Differenz 1 Punkt
Numerische Rechnung mit der geforderten Genauigkeit 2 Punkte
Allgemeine Darstellung 2 Punkte
10 Punkte
210823
Teilaufgebe a) 3 Punkte
Begriindung flir (4) 3 Punkte
Begriindung fiir (5) und (6) 1 Punkt
Schlu8 auf Gleichheit der Winkel 2 Punkte
SchluB auf Seitengleichheit 1 Punkt
10 Punkte
210824
Schiluf suf a >4 2 Punkte
SchluB auf a < 6 2 Punkte
SchluB a = 5 2 Punkte
Probe 2 Punkte
8 Punkte

Anmerkung: SchlieBt ein Schiiler iber das k.g.V. der Zahlen
zu 210821 9, 7 und 5 aut 315 ohne weitere Moglichkeiten aus-
zuschlieflen, werden maximal 5 Punkte erteilt.



