A 11/12;1 XX. Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklassen 11/12 - 1. Tag -

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, miissen alle ver-
wendeten Aussagen prdzise formuliert und bewiesen werden.
Der L8sungsweg (einschlieBSlich Nebenrechnungen, Konstruk-
tionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein. Die
Gedankengénge und Schliisse sind in logisch und gramma-
tisch einwandfreien S&tzen darzulegen.

/
/

201231
Man ermittle alle reellen Zahlen x, fiir die das folgende System
von Ungleichungen (1), (2), (3) erfiillt ist:

x ¢ x%.- 2 ® oy (1)

23 +x -1 <o, (2)

x3 w3 > 0. ‘ (3)
201232

Es sei f die durch
£x) = x - e - x+2)? ¥ 43!
definierte Funktion, wobei der Definitionsbereich von f
a) die Menge aller ganzen Zahlen,
b) die Menge aller reellen Zahlen
ist.
Man untersuche sowohl fiir den Fall a) als auch fiir den Fall b),
ob die Funktion f einen kleinsten Funktionswert annimmt, und er-
mittle, falls das zutrifft, jeweils diesen kleinsten Funktionswert.

Von den folgenden Aufgaben 201233 A und 201233 B ist genau eine
auszuwdhlen und zu l8sen.

201233 A

Es sind alle natiirlichen Zahlen n zu ermitteln, die die folgende
Eigenschaft haben:
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Flir alle reellen Zahlen a und b mit O < a < b gilt
L < vhi+ L

a + —_—
1% a8 174 p?

201233 B

Ist f eine im Intervall O ® x £ 1 definierte Funktion, so seien

fiir sie die folgenden Bedingungen (1), (2), (3) betrachtet:

(1) Fiir jedes reelle x mit 0 € x £ 1 gilt £(x) 2 o.

(2) YEs \gilt [€(1) /=",

(3) Fiir jedes reelle X, mit O s X4 £ 1 und jedes reelle X, mit
0% x,%1undx,+x,51gqgilt £(x+x,) 2 £(xy) + £(x

a) Man beweise:

o)

Wenn f eine Funktion ist, die den Bedingungen (1), (2), (3)

geniligt, so gilt f(x) < 2x filir jedes reelle x mit 0 < x = 1.
b) Man {liberpriife, ob auch die folgende Aussage wahr ist:

Wenn f eine Funktion ist, die den Bedingungen (1), (2), (3)

genligt, so gilt f£(x) § 1,99 . x fir jedes reelle x mit
(o 030V
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201234
Man ermittle alle diejenigen ganzen Zahlen k, fiir die die Glei-

chung
p . k k+4 _
ey Ry 10 2 e o g
18sbar ist (d. h. mindestens eine L&sung x besitzt), wobei alle
L¥sungen x ganzzahlig sind.

201235

Man beweise, daB filir jede natiirliche Zahl n die folgende Aussage
gilt:

Wenn die Anzahl der Ecken eines regelmdfigen Vielecks gleich 3 n
ist, dann gibt es kein rechtwinkliges Koordinatensystem, in dem
beide Koordinaten jedes Eckpunktes dieses Vielecks rationale Zah-
len sind.

201236

Man zeige, daB zu jeder natiirlichen Zahl n 2 1 und jeder natiir-
lichen Zahl B > 1 eine natilrliche Zahl C 2 1 existiert, die im
Positionssystem mit der Basis B nur aus Ziffern "Null" und "Eins
besteht und durch n teilbar ist.
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L 11/12;I  XX. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
L8sungen und Punktbewertung :
Olympiadeklassen 11/12 - 1. Tag - S

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den L8sungen fiir die
1. Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe.

201131) LOsung: é;}unkte‘
Flir alle reellen
x 21
gilt 2x> > Ound x - 1 2 0, also ist (2) nicht erfillt.

Wegen x3 -X = x(x-1)(x+1) 1st:.(3) flr alle reellen
xS -1
nicht erfiillt; denn fiir sie ist x <0, x-1 < O und x+1 = O.
Ferner ist (3) fiir alle reellen x mit
08 x'<1i
nicht erfiillt; denn fiir sie ist x 2 0, x+1 > 0 und x-1 < 0.
Flir alle reellen x mit
-1<x<O0
dagegen gilt:
Wegen x <0, x-1 < O und x+1 > O ist (3) erfiillt, wegen
x‘ >0} x2> 0, - 2x > O ist (1) erfillt, wegen 2x3< 0,
x - 1 <0 ist (2) erfiillt. Daher erfiillen genau -alle Zahlen x
mit -1 < x < O jede Ungleichung des Systems (1), (2), (3).

201232) Ldsung: zlé nkte
4

Es gilt £(x) = x - (x*+ax3+6x’+ax+1) - (x*+8x>+24x%+32x+16)
+ x*+12x3+54x%+108x+81
= 24x% + 72x + 64 = 24(x + 2 + 10,
Daraus folgt: Fiir alle reellen x gilt £(x) 2 10, und es gilt
£(- 3) = 10. Also nimmt die Funktion f im Fall b) einen kleinsten
Funktionswert an, und dieser betrdgt 10.
Ferner folgt:
Fir alle (ganzzahligen)1 x mit x € -1 gilt x+% 2 %, also
f(x) 24.(5) + 1o = 16,
fiir alle (ganzzahligen) x mit x S -2 gilt x+% s - ;, also
-(x+7) 2.4 3 also £(x) = 24 ( (x+7))2 +10 2 240 % + 10 = 16;
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also gilt f(x) 2 16 fiir alle ganzzahligen x,

und es gilt £(-1) = 16 (sowie f(-2) = 16)1.

Also nimmt die Funktion f im Fall a) einen kleinsten Wert an,
und dieser betrdgt 16.

201233A) L&sung: 31,8 Punkte

Fiir reelle Zahlen a,b mit O < a < b ist die in der Aufgabe ge-
nannte Ungleichung &guivalent mit

a(1 +am (1 +b™ +1 +b"<b(1 +a™m1 +b™ +1 +a"

und dies mit

n n
) bl n n n,. n
—b—_——a—-<1+a 4+ 'britiet aiih s (1)
Diese Ungleichung lautet im Fall n = O
0 <4,

im Falln - 1
1<1+a+b+ ab.
In diesen Fidllen ist sie also fiir alle C < a < b erfiillt.
Im Fall n = 2 lautet (1)
PTG IR I8 N P S SO
Auch dies ist fiir alle a, b mit O < a < b erfiillt; denn fiir sie

gilt
N+ a2 + b + az b a-b= (a- %)2 + (b - %)2 + % + a2b2 S0
Im Fall n = 3 lautet (1)

az + ab + b2 <1+ a3 + b3 + a3b3.

Um auch dies fiir alle a, b mit O < a < b zu beweisen, kann man
folgendermaBen vorgehen: Fiir alle reellen x > O gilt

2,3 i L o3 Bl e 2T R I ANE 2 544 4
(x-s) +(X"'§') = X 2x +§X 774‘)( §x+9
3 2 4

LAt SR +7.,-,

also x> -‘x2 = (x - %)2(x’- % +1) - E; g - 74
sowie
3 2 1 2 1
(% 5= —-) + 3x - ——) =x = YIx° + x - — + Y3 x° - 2x + —
V3 V3 33 V3
3 2
= x> - x + ==

33

1 Diese Angaben sind an den genannten Stellen des L8sungstextes’
nicht erforderlich.
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a1g0 %> L% = (gl 5 el V3 - AR R
3 3 313 V3

Damit ergibt sich fiir alle a, b mit 0 <a<b

1+a%-a? +b%-p2 + a%p-ab 21 - 20 55 - 2>1 -2 -2 5o,
3V3
wie behauptet.
Im Fall n 2 4 lautet (1) :
aRTE N AR e RO A R TR

Man kann nun zeigen, daB schon zu (je einem n 2 4 und z. B.)

b = 1 ein reelles a mit O < a < 1 existiert, fiir das {6 1) 1800 88 o
1 A AT e e Ry
nicht gilt. Beispielsweise fiir a = 0,9 ist

a2 >0;8), a3 o Qyp Ty a4 T .
also
B8 0 - R an-1 21+ a+ a2 + a3
>1+0,9+ 0,8+ 0,7=2(1+0,7)
= 20n '+ a% '
2

2 (154 alye,
Somit sind genaﬁ

o B o (G SRR gt
die gesuchten Zahlen.

Andere M&glichkeiten fiir bendtigte Abschdtzungen sind z. B.:

y 2 g 2 1 a6
Fir alle reellen x ist x° - x = (x - %)° - 7 2 T -
fiir ‘alle x miti0 <x <. 1 dst x3 - x2 = x(x2 -x) 2 - % X > - %,
fir alle x £ 1 ist sogar x3 - x2 = x“(x - 1) 2 0. Also gilt:
Flir alle reellen x > O ist x3 - x2 > - l,
B ox= 0 -xh) P - > -
Ferner kann man aus a + 1 =5 b + L fir alle a <b = 1
T ita 1.4 b

auch z. B. folgendermaBen herleiten, daB n < 4 sein mu8:
Aus a + 1 <:-:i folgt, etwa fiir a = Z;

n 2 3

1+ a
1 5 n 1
n<gr a >§r (3) .5, <(7)
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201233B) L&sung: 8 Punkte
a) Wenn f den Bedingungen (1), (2), (3) genligt, so folgt durch
wiederholte Anwendung von (3) zundchst:

(4) Flir jede natfirliche Zahl k 2 1 gilt:

Ist 0 ® kx $ 1, so ist £(kx) 2 kef(x).

Weiter ergibt sich:

(5) £ ist monoton steigend.
Aus O S X4 s X,y £ 1 folgt nimlich wegen O & Xy * XKy £ 1 nach (3)
und (1) stets £(x,) = f(xy + x, = X;) 2 £(x;) + £(x; = x,) 2 £(x,).
Nun erh&lt man:
Fiir jedes x mit

3 <xE1 (6)
folgt wegen (5) und (2) die Behauptung aus f£(x) £ £(1) = 1 < 2x;
fiir jedes x mit

71:<"§% n
folgt O < 2x £ 1, also nach (4), (5) und (2) die Behauptung aus
2f(x) S £(2x) S £(1) = 1 < 4x;

fir jedes n = 2, 3, ... und jedes x mit
Fheeil
2 2
folgt 0 < 2"x 1, also nach (4), (5) und (2) die Behauptung aus
2"f(x) S £(2) S £(1) = 1 < 2™ \
Da jedes x mit O < x S 1 entweder die Ungleichung (6) oder (7)
oder fiir ein n = 2, '3, ... die Ungleichung (8) erfiillt, ist hier-
mit die Behauptung f(x) < 2x fiir alle x mit 0 < x £ 1 bewiesen.

b) Nicht jede Funktion f, die den Bedingungen (1), (2), (3) geniigt,
erfiillt £(x) = 1,99,x fiir alle x mit 0 < x = 1,

Zum Beweis ist die Angabe eines Beispiels ausreichend, etwa des
folgenden: f sei die Funktion mit

0, falls 0 S x S %
f(x) = : 5

1, falls 3 <x £ 1

Fiir sie gelten (1) und (2), und sie erfiillt auch (3); denn sind
Xy, X, reelle Zahlen mit 0 X4 20,10 s xz £ 1 und X+ x, s,
so ist entweder Xq + x2 7 und dann X4 s ’, Xy s %, alsec

4
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f(x1 + x2) =0 = f(x1) + f(xz)
oder % <%, + x, 2 1 und somit h8chstens eine der Zahlen Xy, X,

gréBer als %, also
£(xy + %) =1 2 £(xq) + £(x,) .

Andererseits erfiillt z. B. x = % + 3%5 nicht die Ungleichung

f(x) ® 1,99.x, sondern 1,99.x < f(x); denn fiir dieses x gilt

1 1 1 143
1,99ex = (2 - 756)(5 t A 766) < (X))
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201234) L¥sung: é;ijunkte
Angenommen, fiir eine ganze Zahl k besitze die Gleichung
ot ¢ S wi (9

eine L8sung x. Dann folgt durch Multiplikation mit x(k-4), da8 x
auch eine L¥sung der quadratischen Glgichung

x2 + §ox + k% <16 %0 (2)
i g 1 2
ist. Flr deren Diskriminante TE k“ + 16 = e (256 - 15k“) mus
somit
T8 (256 - 15k%) Z 0 (3)

gelten, und x ist eine der Zahlen

1 2
x1,2=z(-k:‘¢256-15k). (4)

Aus (3) folgt 15k? S 256; also kann eine ganze Zahl k nur dann die
verlangte Eigenschaft haben, wenn sie
Ix| =4 (5)
erfiillt.
Gilt (S5) fir eine ganze Zahl k, so folgt (3), und k hat genau dann
die verlangte Eigenschaft, wenn mindestens eine der zu k gem#B
(4) gehdrenden Zahlen x."2 auch die Gleichung (1) erfiillt, und wenn
alle diejenigen x1’2, die auch (1) erfiillen, ganz sind.
(Dabei kann man die Feststellung, ob (1) erfiillt wird, entweder
durch Einsetzen von k und x in (1) oder aber folgendermaBen tref-
fen: Die wegen (3) existierenden Zahlen (4) erfilllen jedenfalls
). Hieraus folgt (1), sobald man'(2) durch x(k-4) dividieren
kann, d. h. sobald k # 4 und x # O ist.)
Hiernach ergibt sich:
k = O hat die verlangte Eigenschaft; denn x
und sind ganz.
k =1 und k = -1 haben die verlangte Eigenschaft nicht; denn flir

diese k gilt V256 - 1SkE = }241, und daher sind die Zahlen
x.l’2 in (4) irrational.

1,2 = 3 4 erfiillen (1)
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/
k = 2 und k = -2 haben die verlangte Eigenschaft; denn die Zahlen
in (4) lauten

et At
Xy =7 (-2 £7196), d. h. x; =3, x, = -4

bzw.
(2.4 Y1969, ids ‘thi X4

4, X, = -3,

=

g
sie sind also ganz und erfiillen (jeweils fiir k = 2 bzw.
k = =2) ‘auch (1).
k = 3 und k = -3 haben die verlangte Eigenschaft nicht; denn je-
weils eine der Zahlen in (4) lautet )

0 (=3 Lt
z (-3 Yzl = 3

*2
bzw.
T 3+ =,
ist also nicht ganz, erfiillt jedoch (1).
k = 4 hat die verlangte Eigenschaft nicht; denn fir k = 4 ist die

%4

linke Seite der Gleichung (1) nicht definiert (und kann
schon aus diesem Grunde keine L&sung x haben) .

k = -4 hat die verlangte Eigenschaft; denn die Zahlen in (4) lau-
ten Xy = 2l, X, = O. Von ihnen erfiillt genau X4 die Glei-
chung (1), und X4 ist ganz.

Daher sind die gesuchten k genau die Zahlen

0,255 =2 =4

201235) L8sung: 9,7/Punkte

Angenommen, es gidbe fiir eine natiirliche Zahl n ein regelm&dBiges
3n-Eck V = A1 AZ ya's A3n
tensystem, in dem beide Koordinaten jedes Eckpunktes von V ratio-

und zu ihm ein rechtwinkliges Koordina-

nale Zahlen sind. Dann folgte:
AnAZnA3n ist ein gleichseitiges Dreieck. H6chstens eine seiner
Seiten kann zur y-Achse des Koordinatensystems parallel sein,

= ' =
o. B. d. A. haben also s AnA2n ugd s AnA3n Anstiegswinkel
der GroBen o bzw. ', die von 90~ verschieden sind. Ihre Diffe-

renz betrdgt 600, o. B. d. A. in der Reihenfolge

a' - o= 60°.
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Akn habe die Koqrdinaten (xk, yk) (Ke=00y0 25 13) cPann ‘gilt

Yeow Y Yqi =iy .
tan o« = H, tan o' = x_3—_—"x—1.
2 1 3 1
Setzt man dies in
tan ' - tan o

= o=‘ L =
'\/5_ tan 69 tan (et &} TR itan: ec' st itan e

ein, so erhdlt man den Widerspruch, daB Vs‘gleich einer rationa-
len Zahl ist.

Daher ist die eingangs gemachte Annahme falsch, w. z. b. w.

201236) L&sung: 7 Punkte
Zu beliebig gegebenen natilirlichen Zahlen n £ 1 und B > 1 bilde

man die n+1 Zahlen

[1] B=1'
[1] e Bk
[114] . = B% +.B
5= +.
LRPRTRY AR ol ol 3 e 8

Bei Division dieser Zahlen durch n muB mindestens einer der n Reste
0, 1, «.., n=1 mehrfach auftreten, d. h., es muB8 unter den Zahlen
zwei geben, die bei Division durch n denselben Rest lasgen. Subtra-
hiert man die kleinere dieser beiden Zahlen von der grdBeren, so
erhdlt man eine Zahl C mit den behaupteten Eigenschaften.

Hinweis: Der Aufgabentext kdnnte die Deutung als mdglich erschei-
nen lassen, daB fiir C sowohl das Vorkommen von mindestens einer
Ziffer "Eins" als auch das Vorkommen von mindestens einer Ziffer
"Null" gefordert wird. Der obige L&sungsweg fithrt auf ein solches C.
Es kann aber auqh vorkommen, daB bereits eine der Zahlen D1...1J B
durch n teilbar ist. §

Die Wertung einer solchen Zahl als C im Sinne der Aufgabenstellung
sollte auch akzeptiert werden.



