XX. Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik
2. Stufe (Kreisolympiade)
Olympiadeklasse 10

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus.dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, miissen alle ver-
wendeten Aussagen priézise formuliert und bewiesen wer-
den. Der Losungsweg (einschlieB8lich Nebenrechnungen,
Konstruktionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar
sein. Die Gedankengénge unﬁ Schliisse sind in logisch und
grammatisch einwandfreien Sétzen darzulegen.

201021

Ermitteln Sie alle diejenigen natiirlichen Zshlen n, fiir die die
Zehl

1+ 4.92n
eine Primzahl ist!

201022

Gegeben sei ein rechtwinkliges Dreieck ABC mit den Kathetenlédngen
BC = 4 cm und AC = 3 cm. Der Kreis um C mit dem Radius AC schneide
AB aufier.in A noch in einem Punkt P1, der Kreis um B mit dem
Radius EF; schneide BC in einem Punkt P, zwischen B und C, der
Kreis um C mit dem Radius UPE schneide AC in einem Punkt P3 Zwi~-
schen A und C.

Berechnen Sie das Verhiélinis IFB 3 UPB!

201023
Ermitteln Sie die griBte mnatiirliche Zahl n, fiir die ein Tripel
(a,b,c) natiirlicher Zshlen so existiert, daB
(a+n) (b+n)(c+n) = 1980
gilt!

Ermitteln Sie zu dieser Zahl n alle verschiedenen zugehdrigen
Tripel (a,b,c) mit der genannten Eigenschaft!
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201024

Ermitteln Sie alle diejenigen reellen Zahlen z mit 0 <2z <1,
die zu ihrem Reziproken addiert mindestens 4 ergeben!



L 10

XX. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
2. Stufe (Kreisolympiade)

Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 10

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspaenn zu den Losungen fiir die
1. Stufe gelten auch fiir die 2. Stufe.

201021) Logung: 10 Punkte

Man beweist zundchst, daB fiir jede natiirliche Zahl n die Zahl
1+4492% durch 5 teilbar ist.
1. Beweisweg hierzu: Es giit

14409%% = 1 4 (-1)e(-1)® = 1-1 2 0 mod 5 .

2. Beweisweg hierzu: In der Folge 90 91 9, 92 =85 e
.der Potenzen von 9 treten (bei dekadischer Ziffernschreibweise)
abwechselnd die Endziffern 1 und 9 auf, beginnend mit 9
Daher endet fiir jede natiirliche Zahl n die Zahl 9 auf 1y die
Zahl 4. 92n folglich auf 4 und somit die Zehl 1+4e 9 T auf 5. Also
ist sie durch 5 teilbar.

Fir n = 0 ist nun 1+4. 9 = 1+4 9 die Primzahl 5 selbst,

fiir n > 0 ist dagegen 1+4. 9 > 1+4.9 = 5, also, da durch 5
teilbar, nicht Primzehl.

Somit ist genau fiir n = 0 die Zahl 1+4-92n eine Primzahl.

201022) Iodsung: 10 Punkte

Nach dem Satz von Pythagoras, angewandt auf das Dreieck ABC,
gilt 752 - T2 + TG und mithin

(1) EB =5 cm.

Der FuBpunkt des von C auf AB gefdllten Lotes sei D genannt.

Da die Innenwinkel des Dreiecks an den Eckpunkten A und B spitze
Winkel sind, liegt D zwischen A und B.

Nach dem Kathetensatz, angewandt auf das Dreieck ABC, gilt

%62 = 75 « 5 und somit

(2) T = % cm, j

Da das Dreieck AP, C wegen TR = CP, gleichschenklig ist, gilt

1
- 1D = ‘DF‘1 und damit folgt
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ET’ =AB - 27X =5 cm - l% cm und somit
(3) FF- -5 cm. ' ‘

Nach Konstruktion sind die Strecken BP1 und BP2 gleich lang.
Aus BC = 4 cm und (3) folgt
552 = 4 cm - % cm, also

(4) sz = 1% cm.
SchlieBlich gilt wegen ﬁfz = CP3
(5) AF =3 cm - 1g'cm = % cm.

Das Verh&ltnis AP

und AC = 3 cm.

E?B betrégt daher 3 —% bzw. es gilt
: TP 3

"’I

e X3¢

1
Abb. L 1022

'201023) Losung: 10 Punkte

Fiir jede natiirliche Zahl n 2 13 gilt: Zu n existiert kein Tripel
(a,b,c) mit der genannten Eigenschaft; denn fiir n 2 13 und jedes
Tripel (a,b,c) natiirlicher Zahlen ist

(a+n) (b+n) (c+n) 2 137 = 2197 > 1980.
Angenommen wéiterhin, es gidbe natiirliche Zahlen u,v,w mit

wZ12, v=212, wiz12, uvw = 1980. (1)
Aus der Primzerlegung
1980 = 2243%¢5.11 (2)

folgte dann: Eine der Zahlen u,v,w, etwa u, miiBte den Primfaktor
11 enthalten. Wegen u 2 12 miiBte sie aber noch (mindestens) einen
weiteren Primfaktor enthalten, also wdre u 2 22 und somit vw £ 90,
im Widerspruch zu v 2 12, w 2 12,
Daher gibt es keine natiirlichen Zahlen u,v,w mit (1); d. h., auch
zu der Zahl n = 12 existiert kein Tripel (a,b,c) mit der genannten
Eigenschaft. Kann man nun zeigen, daB natlirliche Zahlen u,v,w
mit

‘w211, v=11, w11, uvw = 1980 (3)
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eiistieren, so ist bewiesen, daB zu der Zahl n = 11 zugehdrige
Tripel (a,b,c) existieren, daB die zu ermittelnde grtBte Zahl also

n =11
lautet.
Um (zu zeigen, daB (3) erfiillbar ist, und sogar) alle Moglichkei-
ten fiir (3) zu ermitteln, sei zuniéchst angenommen, fiir natiirliche
Zahlen u,v,w gelte (3). Aus der Primzerlegung (2) folgt dann wie-
der, daB eine der Zahlen u,v,w, etwa u, den Primfaktor 11 enthélt.
Gédbe es hierzu auBer

u =11,

vw = 180 (4)
noch eine asndere Moglichkeit, bei der u auBer 11 noch einen weite-
ren Primfaktor enthielte, so enthielte vw diesen nicht mehr, und
es folgte vw £ 90 im Widerspruch zu v 2 11, w 2 11, Gdbe es ferner
fiir (4) bis auf die Reihenfolge der Faktoren v,w auBer

v=223=12, w=3.5=15
noch eine andere Moglichkeit, so enthielte eine der Zahlen v,w
auBer den hier angegebenen Primfaktoren noch einen weiteren, und
dabei enthielte die endere Zahl jeweils diesen Primfaktor nicht
mehr; das aber ergidbe den Widerspruch v = 6 bzw., w = 5,
Damit ist bewiesen: Bis auf die Reihenfolge der Faktoren gibt es
fiir (3) genau die Darstellungsmtglichkeit

1980 = 11.12.15,

Zu der Zahl n = 11 gibt es daher als zugehdrige Tripel (a,b,c) mit
der geforderten Eigenschdft genau diejenigen, die sich von (a,b,c)
= (0,1,4) hchstens durch die Reihenfolge unterscheiden, also ge-
nau die Tripel

(0,1,4), (0,4,1), (1,0,4), (1,4,0), (4,0,1), (4,1,0).

201024) Idsung; 10 Punkte
Die Aufgabe fordert, alle z zu ermitteln, fiir die
0<z<1 1)
und D »
zZ+o 24 (2)
gilt.

Wegen z # 0 ist (2) &dquivalent mit
22 + 12 42
und dies der Reihe nach mit
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(gi2)% = 3,
Iz'algﬁs
z-2273oder z -25% - 13,
222+ 73 oder z =2 - 13, (3)

Wegen 2+ V? >1und 0 < 2~ V? < 1 ist das gleichzeitige Bestehen
von (1) und (3) &quivalent mit der Ungleichung

0 <z s 2- 13,
die somit alle gesuchten Zahlen z angibt.

Andere Losungswege ergeben sich z., B. durch Betrachtung der
Parabel y = 22 - 4z + 1 und ihrer Nullstellen.

Hinweis zur Korrektur; Wird (wie in dem hier angegebenen Lésungs-

weg) esuf die Aquivalenz der Umformungen hingewiesen, so ist eine
Probe nicht erforderlich.



Empfehlung fiir die Punktverteilung

OKL 10 Gesamtpunktzahl: 40
201021
Angebe der Zshl 5 als e.ner Losung mit Probe 2 Punkte
Erkenntnis, da8 Term stets durch 5 teilbar ist 2 Punkte
Nachweis dafiir, da8 Term stets durch 5 teilbar ist 5 Punkte
SchluBfolgerung und Angabe der Losungsmenge 1 Punkt
10 Punkte
201022
Berechnung von KB 1 Punkt
Berechnung von AD 2 Punkte
Berechnung von DP, 1 Punkt
Berechnung von B?l £ 1 Punkt
Berechnung von U?% " 2 Punkte
Berechnung von IP; 2 Punkte
Angabe des Verhdltnisses 1 _Punkt
} 10 Punkte
201023
Erkenntnis und Begriindung, daB8 n kleiner oder gleich
12 2 Punkte
Ausschluff von n = 12 mit Begriindung 2 Punkte
Angabe von n = 11 und eines Tripels 1 Punkt
Zerlegung in 11.12.15 und AusschluB anderer Moglich-
keiten ; 3 Punkte
Angabe der geforderten 6 Tripel 2 Punkte
10 Punkte
201024
Aufstellen der Beziehung z + + 3 4 " 1 Punkt
Aufstellen einer quadratischen Ungleichung, z. B.
22 -4z 4120 2 Punkte
Angabe /z-2/ .1 Punkt
Angabe beider Teile (3) 2 Punkte
AusschluB von z 2 2 + 13 2 Punkte
Angabe der Losungsmenge : 2 Punkte

10 Punkte



