I 8;T XX. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Lésungen und Punktbewertung
Olampiadeklasse 8 - 1. Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den L8sungen fir die
1. Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe.

200831) L&sung: 6 Punkte
Treffen Uwes Aussagen fiir eine Angabe von Anzahlen der Ménner,

Frauen und Kinder zu und ist dakei m die Anzahl der teilnehmenden
M&nner, so ergibt sich:
Die Anzahl der teilnehmenden Frauen ist m+3, die Anzahl der Er-
waéhsenen also 2m+3; es gilt

2m+3 2 20, : (1)
und die Anzahl der Kinder ist 2m+3-20.
Somit ist m + m+3 + 2m+3-20 = 4m - 14 die Gesamtzahl aller Teil-
nehmer. Daher gilt einerseits

4m - 14 = 80, (2)
andererseits ist 4m - 14 durch 7 teilbar. Das gilt folglich auch
fiir 4m; somit ist wegen der Teilerfremdheit von 4 und 7

m durch 7 teilbar. (3)
Wire m S 7, so wire 2m+3 £ 17, im Widerspruch zu (1); wire m £ 28,
so widre 4m-14 2 98, im Widerspruch zu (2). Daher k&nnen (1), (2),
(3) nur erfiillt sein, wenn m = 14 oder m = 21 ist. Somit kdnnen
nur die in der folgenden Tabelle angegebenen Personenzahlen mit
Uwes Angaben iibereinstimmen. Aus der Tabelle ist zugleich ersicht-

lich, daB sie tatsichlich mit diesen Angaben iibereinstimmen:

L Anzahl der
anner Frauen Erwachsenen Kinder Teilnehmer|

m m+3 2m+3 2m=-17 4m-14
14 17 31 11 42
21 24 45 25 70
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200832) L&sung: 7 Punkte
Wenn eine dreistellige natlirliche Zahl n die geforderte Eigenschaft

hat, so gilt filir ihre drei Ziffern, in irgendeiner Reihenfolge mit
a, b, c bezeichnet,

abc = 5(a + b + c). (1)
Wére eine der Zziffern a, b, c gleich 0, so folgte abc = 0, nach
(1) also a+b+c = 0, und hieraus wegen a £ 0, b 2 0, ¢ £ 0 weiter
a=>» =vc = 0, im Widerspruch dazu, daB n dreistellig ist. Also
gilt

12a%9, 128p89, 1S5cSo, (2)
Nach (1) ist die Primzahl 5 ein Teiler von abc, also von (minde-
stens) einer der Ziffern a, b, c. Wegen (2) ist diese Ziffer
gleich 5; wegen der beliebigen Wahl der Reihenfolge kann etwa
c = 5 angenommen werden.
Hiernach folgt aus (1)

ab=a+b + 5. (3)

Erste Fortsetzungsmdglichkeit: Aus (3) folgt

ab-a=-b=25,

ab-a-b+1=6, !

(a=1) (b-1) 6 : (4)
Nach (2) sind auch a-1 und b-1 natiirliche Zahlen; wegen der belie-
bigen Wahl der Reihenfolge kann etwa a = b angenommen werden, wo-
nach es flir (4) nur die beiden M&glichkeiten gibt, daB
entweder a-1 = 1, b-1 = 6, alsoa =2, b =7 (5)
oder a=1 =2, b-1 =3, alsoa=3, b=4 (6)
gilt. Beriicksichtigt man nun noch alle M8glichkeiten der Reihen-
folge von a, b, ¢, so ergibt sich, daB8 nur die Zahlen

257, #2015, 10527672}, E125% 152

345, ‘354, 435, 453, 534, 543
die geforderten Eigenschaften haben k&nnen.
Sie haben diese, wie die Probe 2e¢5¢7 = 70 5(2+5+7) bzw.

3¢4e5 = 60 = 5(3+4+5) zeigt.

Zweite Fortsetzungsmdglichkeit zur Gewinnung von (5), (6) aus (3)¢
Flir die von O verschiedenen Ziffern b =1, 2, ..., 9 lautet die
Gleichung (3) wie in der folgenden Tabelle angegeben und hat im
Bereich der natilirlichen Zahlen die jeweils anschlieBend ermittelte
Ldsungsmenge:
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b| ab=a+b+5 | dquivalent L&sungsmenge im Folgerung
umgeformt zu | Bereich der natiir-
lichen_zahlen

1 a=a+6 0= 6 & =

2| 2a=a+7 a= 17 a=71 (5) mit vertausch-
ten a, b

3| 3a=a+8 2a = 8 a=4 (6) mit vertausch-
ten a, b

4] 4a=a+9 3a = 9 a =3 (6)

5| 5a=a+10 4a = 10 = =

6| 6a=a+11 5a = 11 = =

7| 7a=a+12 6a =12 a = 2 (5)

8| 8a=a+13 7a = 13 = =

9] Y%a=a+14 8a = 14 = =

AnschluB an (6) wie in der ersten Fortsetzungsm&glichkeit.

Bei anderen M8glichkeiten, (3) durch systematisches Probieren zu

lésen, ist es z. B. niitzlich, aus ab = a+b+5 £ 23 zu schlieBen,
daB alle Fille mit a = 3, b £ 8, mit a = 4, b £ 6 sowie mit

a 25, b 2 5 nicht betrachtet zu werden brauchen.

200833) L&sung: 7 Punkte
(I) Angenommen, ein Dreieck ABC erfilille die Bedingungen der Auf-

gabe. Sein Umkreis sei mit k, sein
Mittelpunkt mit M bezeichnet. Dann
ist das Dreieck ACM1 nach dem Kon-
gruenzsatz sss eindeﬁtig bestimmt.
Der Punkt B liegt einerseits auf k
und andererseits auf dem Kreis um A
mit dem Radius c.

Abb. L 833a

(II) Daher entspricht ein Dreieck ABC nur dann den Bedingungen
der Aufgabe, wenn es durch folgende Konstruktion erhalten

werden kann:

1 Geht man analog von dem Teildreieck ABM aus, dann liefert die
entsprechende Konstruktion zwei nicht kongruente Dreiecke ABC1
und ABC2.



(IIT)

(IV)

(1) Man konstruiere ein Dreieck ACM1 aus AC = b, AM = CM = r.
(2) Um A zeichne man den Kreis k' mit dem Radius c. Man
wdhle einen der Schnittpunkte von k mit k' und bezeichne
ihn mit B.
Beweis, daB jedes so konstruierte Dreieck ABC den Bedingun-
gen der Aufgabe entspricht: Nach Konstruktion haben b, ¢
und r die geforderten Ldngen, und k ist der Umkreis des
Dreiecks ABC.
Der Konstruktionsschritt (1) ist bis auf Kongruenz eindeutig
ausfiihrbar. Wegen b < ¢ < 2r entstehen beim Konstruktions-
schritt (2) genau zwei Schnittpunkte, die sich so mit B1 bzw.
B2 bezeichnen lassen, daB M im Innern des Dreiecks AB1C, aber
auBerhalb des Dreiecks AB,C liegt. Daher ist das Dreieck
AB,C spitzwinklig, das Dreieck AB,C aber stumpfwinklig; so-
mit sind diese beiden Dreiecke nicht zueinander kongruent.

Durch die gegebenen Stiicke ist ein Dreieck ABC daher nicht
eindeutig bestimmt.

Abb. L 833b

1 Geht man analog von dem Teildreieck ABM aus, dann liefert die
entsprechende Konstruktion zwei nicht kongruente Dreiecke ABC1
und ABC,.

2



L 8;II XX. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
L8sungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 8 =2, Tag =

200834) Losung: 6 Punkte

Bube, Dame, Kdnig, As seien mit B, D, K bzw. A bezeichnet, die
Kreuz-, Pik-, Herz-, Karokarte mit Kr, Pk, Hz bzw. Ka.
Wenn eine Reihenfolge von Karten den Angaben entspricht, so folgt:
Zwischen K und A liegt wegen (2) mindestens eine Karte; denn sonst
kdnnte der Abstand zwischen B und A nicht kleiner sein als der
zwischen A und K. Aus (1) folgt daher: Zwischen D und A liegen
(mindestens zwei, also genau) die beiden anderen Karten, 4. h.,
die Reihenfolge ist eine der vier in (6), (7) genannten:

DBKA, DKBA, (6)

A B/K D, A KBD. ' (7)
Die in (6) genannten weisen links von D keine Karte auf, wider-
sprechen also (5) und scheiden daher aus. Von den in (7) genann-
ten Reihenfolgen entspricht nur

A BKD (8)
der Bedingung (2).
Weiter folgt: Zwischen Ka und Hz liegt wegen (4) mindestens eine
Karte, zwischen Kr und Hz wegen (3) daher die beiden anderen Kar-
ten, d. h., die Reihenfolge ist eine der vier in (9), (10) genann-
ten:

Kr Pk Ka Hz, Hz Pk Ka Kr, (9)

Kr Ka Pk Hz, Hz Ka Pk Kr. (10)
Davon entsprechen nur die in (10) genannten Reihenfolgen der auf
(8) angewandten Bedingung (5). Von den Reihenfolgen (10) entspricht
nur

Kr Ka Pk Hz
der Bedingung (4).
Damit ist bewiesen, daB aus den Angaben eindeutig hervorgeht: Auf
dem Tisch liegen die Karten

Kreuz-As, Karo-Bube, Pik-K&énig, Herz-Dame
von links nach rechts in dieser Reihenfolge.
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200835) Losung: . 7 _Punkte
Der Flicheninhalt des Dreiecks SBD betrdgt SBQSD = §_£E%§2'

Der Flicheninhalt des Dreiecks SAC betrégt T TR

Nach Voraussetzung sind das 36 % des Flicheninhalts des Dreiecks
SBD. Daher gilt

SAeSC = T%% s 5 cmeSD (1)

Nun gilt nach einem Teil des Strahlensatzes SC:SD = SA:5 cm, also

Ae¢S

SC = T (2)
Setzt man SC aus (2) in (1) ein, so erhilt man
.__.2 —

und daraus

cm” = 9 cm2 und mithin

2. L&sungsweg:
Die Dreiecke SAC und SBD sind &hnlich (gleiche Winkel bei S, =

gleichgroBe Stufenwinkel bei A,B), ihre Fldcheninhalte haben das
Verhiltnis 36:100. Da sich die Flicheninhalte in diesem Falle wie
die Quadrate der Lingen gleichliegender Seitén verhalten, ist also
SA:SB = 6:10 und daher

5K =236 =3 cn.

Abb. L 835






