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Olympiadeklasse 7 Sl L EE =

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, miissen alle ver-
wendeten Aussagen prizise formuliert und bewiesen wer-
den. Der Ldsungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen, Kon-
struktionen, Hilfslinien) mu8 deutlich erkennbar sein.
Die Gedankenginge und Schliisse sind in logisch und gram-
matisch einwandfréien Sdtzen darzulegen.’

200731
Von einer nattirlichén Zahl z wird gefordert, daB sie sich in vier

Summanden zerlegen 148t, die die folgenden Bedingungen erfiillen:
Der erste Summand betrédgt zwei Drittel der Zahl z, i
der zweite Summand betrigt ein Viertel des ersten Summanden,

der dritte Summand betrigt vier Fiinftel des zweiten Summanden,
der vierte Summand betrdgt ein Viertgl des dritten Summanden,

der dritte Summand betrdgt 48.

Untersuche, ob diese Bedingungen erfﬁllbar sind!

Ist dies der Fall, so érmiﬁtle alle natiirlichen Zahlen z und ihre
Zerlegungen in vier Summanden, die diese Bedingungen erfiillen!

200732

Gegeben seien éieben Strecken mit den Lingen 1 cm, 3 cm; 5 cm,

7 ecm, 9 cm, 11 cm und 15 cm,

a) Gib die Anzahl aller verschiedenen M8glichkeiten an, drei von
diesen sieben Strecken auszuwihlen] Dabei sollen solche Még-~
lichkeiten, die sich nur in der Reihenfolge der ausgewdhlten
Strecken unterscheiden, nicht als verschieden geweftet werden.

b) Gib unter den in a) gefundenen M&glichkeiten alle diejenigen
aﬁ; bei denen. 'aus d?n Lingen der drei ausgewdhlten Strecken als
Seitenlé&ngen eih'Dreieck konstruiert werden kann!

c)’ Berechne, wieviel Prozent der 1n a) gefundenen M6glichkeiten

die in b) gefundenen M&qlichkelten sind! (Der Prozentsatz ist

auf eine Dezimale nach dem)Komma qsrundet anzuqeben )

&
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200733

Es sei S5 der Scheitel eines spitzen Winkels, dessen Schenkel mit
S3 und s, bezeichnet seien. Es werde vorausgesetzt, das auf dem
Strahl S, zwei voneinander und von S verschiedene Punkte A, B
liegen und daB8 auf dem Strahl So drei voneinander und von S ver-
schiedene Punkte C, D, E liegen, wobei folgendes gilt: Die Punkte
S, A, B sind auf s, in dieser Reihenfolge angeordnet; die Punkte

§, C, D, E sind auf S, in éieger Reihenfolge angeordnet; es ist
SC =CA = AD = DB = BE

und , ,
SB = SE.

Ermittle aus diesen Voraussetzungen die Grdge ot des Winkels
< BSE!
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200734 v

Horst, der aktiv Sport treibt, erzihlt seinem Freund: "In vier
Jahren habe ich insgesamt an 21 Wettkdmpfen teilgenommen, in jedem
Jahr an mindestens einem Wettkampf. Dabei war die Anzahl der Wett-
kidmpfe von Jahr zu Jahr gr&Ber; im vierten Jahr war sie genau drei-~
mal so groB wie im ersten Jahr."

Untersuche, ob es flir die Wettkdmpfe in den einzelnen Jahren An-
zahlen gibt, die Horsts Angaben entsprechen, und ob aus den Anga-
ben diese Anzahlen eindeutig hervorgehen! Ist das der Fall, so

ermittle diese vier Anzahlen!

200735

Von einem Trapez ABCD mit AB ﬂ CD wird vorausgesetzt, daB sich die
beiden Kreise, die die Seiten AD bzw. BC des Trapezes als Durch—‘
messer haben, von auBen beriihren.

Bewelse aus dieser Voraussetzung, daB die Summe der Léngen der
Seiten AB und CD gleich der Summe der Lingen der Seiten AD und BC
isti

200736

In eine Leihbikliothek kamen wihrend eines Tages Schiiler aus jeder
~der Klassenstufen 6, 7 und 8; dies waren insgesamt 85 Schiiler. Ge=
naa ein Drittel der Schiiler der Klassenstufe 6, genau ein Drittel
der Schiiler der Klassenstufe 7 und genau ein Viertel der Schiiler
der Klassenstufe 8, das waren insgesamt 26 Schiiler, entliehen
Blicher aus der Bibliotheksreihe "Mathematische Schiilerblicherei”.
AuBerdem ergab sich aus Gespriichen, daB genau ein Zehntel der Schii-
ler der Klassenstufe 7 an der Mathematikolympiade des Kreises teil-
genommen hatte.

Untersuche, ok aus diesen Angaben die Anzahlen der Schiiler der
Klassenstufe 6, der Klassenstufe 7 und der Klassenstufe 8 eindeu-

tig hervorgehen! Ist das der Fall, so ermittle diese drei Anzahlen!
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Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den L&sungen fiir die
1. Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe.

200731) L&sung: 6 Punkte

Wenn eine natlirliche Zahl z so in vier Summanden S1s Sps S34 Sy

.erlegt ist, daB die angegebenen Bedingungen erfiillt sind, so gilt

Z =8y + 85, + 85+ 5, (1)
s, =2z, (2)
53 = % sy ' (4)

= 48. (6)

Aus (5) und (6) folgt

=] A8 =< (ABAER2 (7}
Aus (6) und (4) folgt
48 = é Sy
also
s, =% . 48 = 60, (8)
2 5

“us (8) und (3) folgt

60 = = s
also

s, = 4 ¢ 60 = 240. (9)
Aus (1) und (6) bis (9) folgt

z = 240 + 60 + 48 + 12 = 360. :
Daher kann nur die %ahl z = 360 und ihre Zerlegung in s = 240,
S, = 60, sy = 48, SpE 12 die Bedingungen der Aufgabenstellung er-
fiillen.
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Sie erfiillt diese Bedingungen; denn es gilt
360 = 240 + 60 + 48 + 12,

240 = 2 . 360,
60 = % . 240,
48 = 4 . 60,

1
12 = 7 . 48, A

und der dritte Summand betrigt 8y = 48,

Korrekturhinweis: Da die Aufgabe iiberbestimmt ist, beachte man:
1. Zur Ermittlung von z, Sqr «eer Sy kénnen auch andere als die

oben gewdhlten Bedingungen herangezogen werden, z. B, fir z
nicht (1), (6) bis (9), sondern (2), (9).

2. Die Probe muB auch die bei der Ermittlung von z, Sqr sess By
nicht verwendeten Bedingungen beriicksichtigen (im oben gewihl-
ten Ldsungsweg ist also auch. (2) als erflillt nachzuweisen),
selbst wenn die bei der Ermittlung verwendeten Bedingungen
dgquivalent umgeformt wurden.

200732) Losung: 7 Punkte

Die MaBzahlen der in cm gemessenen Léngen der drei ausggwéhlten
Strecken seien jedesmal a, b, ¢ genannt. Wegen der Unabhdngigkeit
von ihrer Reihenfolge kann dabei a « b < ¢ angenommen werden.

Mit diesen Bezeichnungen gibt es genau die in der folgenden Ta-
belle in den Spalten a, b, c angegebenen Auswahlmglichkeiten. Rus
den Lingen der drei ausgewdhlten Strecken als Seitenldngen kann
genau dann ein Dreieck konstruiert werden, wenn die drei Dreiecks-

ungleichungen
a+b >c (1)
b+c > a, (2)
c+a >b (3)

gelten, Wegen a < b < ¢ sind (2) und (3) stets erfiillt. In der
letzten Spalte der folgenden Tabelle ist jeweils angegeben, ob
auch (1) erfiillt ist.
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' a| bl ciGilt atb>c? bl cleilt atb>c? ol bl clGilt atb>c?
1135 Nein 3i5]7 Ja 51 7] 9 Ja
11317 Nein 31519 Nein 51 7111 Ja
1({319 Nein 3 1 511 Nein 51 7115 Nein
1] 3[11 Nein 3|55 Nein 51 9[11 Ja
1| 3j15 Nein 34719 Ja 5] 9[15 Nein
11517 Nein 3 | 7111 Nein 5111}15 Ja
1{519 ‘Nein 3] 7|15 Nein 7.| 9411 . 3a
115111 Nein 319111 . Ja 7] 9|15 Ja
1] 5(15 Nein 3| 9115 Nein 7 1115 Ja
11719 Nein 3 111 115 Nein 9 {11115 Ja
1{7011]  Nein
il 7015 Nein
11911 Nein
19115 Nein
11115 Nein

Daraus folgt:

Die in a) gesuchte Anzahl betrigt 35,
die in b) gesuchte Anzahl betr&gt 11,
der in c) gesuchte Prozentsatz betr&gt

11 o 100
315

Korrekturhinweis:

g ™~ 31,4 %.

Das Auszdhlen kann auch teilweise durch zusammenfassende Uber-
legungen vereinfacht werden, die z, B, flir a) auf die Anzahl

(5+4+3+2+1) + (4+3+2+1) + (3+2+1) + (2+1) + 1 = 15410+6+3+1 = 35
fiihren. Doch wird dies (zur Bewertung als vollstdndige L&sung)
nicht verliangt.

200733) Loésung: 7 Punkte
Aus den Voraussetzungen folgt
X CAS = 4 ASC = o (da A ACS gleichschenklig mit

AC = CS ist),
X CAS + < ASC = 2  (AuBenwinkel des Dreiecks ACS),
¥ BACD = 2« (da A ACD gleichschenklig mit
AC = AD ist),

<% ACD
%« ADC
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X BAD = ¥ ADC + <4 ASC
& ABD = X BAD = 3 &

<« BDE = <& ABD + < ASC
¥ BED = < BDE = 4

¥ EBS = & BED = 4«

= 3 (AuBenwinkel des Dreiecks ADS)},
(da A ABD gleichschenklig mit
AD = BD ist),

= 4 (AuBenwinkel des Dreiecks BDS),
(da A BDE gleichschenklig mit
BD = BE ist),
(da A BES gleichschenklig mit
BS = ES ist),

oL+ 4d+ 4= X BSE + <X

Hieraus ergibt sich o = 20

BED + ¥ EBS = 180° (Winkelsumme im

Dreieck BES).
o
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200734) Lésung: / 7 Punkte .

Sind a, b, ¢, 4 Horsts Angaben entsprechende Anzahlen der Wett-
kdmpfe im 1., 2., 3, bzw. 4. Jahr, so gilt

O<a < b<cc<d, )

d = 3a, ! (2)

a+b+c+d= 21, (3)
Wire a 2 4, so folgte aus (1), daB b 25, ¢ 26, 4 2 7, also

a+b+c+d2 22 wire, im Widerspruch zu (3).

Wire a £ 2, so folgte aus (2), daB 4 £ 6 wire; aus (1) folgte
dann c £ 5, b2 4, alsoca+b+c+d = 17, im Widerspruch zu (3)
Also.muf -

a=3 (4)
sein. Nach (2) folgt

d =9, (5)

nach 1) folgt b £ 4. Wire b > 4, so folgte aus (2), da8 c > 5,
also a + b + ¢ +d > 21 widre, im Widerspruch zu (3). Daher muB
b =4 (6)
sein, und aus (3), (4), (5), (6) folgt
Cp=N5H
Also kdnnen nur die Anzahlen
" 3 Wettk#mpfe im ersten Jahr,
4 Wettkdémpfe im zweiten Jahr,
5 Wettk&mpfe im dritten Jahr, 7
9 Wettkémpfe im vierten Jahr
Horsts Angaben entsprechen.
Sie entsprechen ihnen; denn es gilt
0 <3 <4<5<9; 9 =23e373+4+5+9 =21, .
Daher gibt es Anzahlen, die Horsts Angaben entsprechen,. sie gehen
eindeutig aus den Angaben hervor und lauten wie in (7) angegeben.

Hinweis: Die L¥sung 148t sich auch mit Hilfe einer Tabelle gewinnen.
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200735) L&sung: 6 Punkte
Die Mittelpunkte der genannten Kreise seien E bazw. F, ihre Radien
ry bzw. ry.

Da EF die Mittellinie des Trapezes ist, gilt EF = % (RB + CD).
Ferner ist EF die Verbindungsstrecke der Mittelpunkte zweier sich
von auBen beriihrender Kreise mit den Radien Tyr Loy also gilt
EF = rq + r,. Daraus folgt

AB + CD = 2 ¢ EF = 2 (r1 + r2).
Andererseits haben die Durchmesser AD bzw. BC der genannten Kreise
die L&ngen AD = 2r,, BC = 2r,. Somit gilt

AD + BC = 2ry + 2r, = 2(r1 + r2) = AB + CD, Ww. 2. b. w.

Abb, L 735

200736) L&sung: 7 Punkte
sind a, b, ¢ die Anzahlen der Schiiler der Klassenstufe 6, 7, 8 in

dieser Reihenfolge, so folgt aus den Angaben:
Es sind a und b durch 3 teilbar, c¢ ist durch 4 teilbar, auBerdem
ist b durch 10 teilbar. Da 3 und 10 teilerfremd sind, ist folglich
b durch 30 teilbar. Also gibt es natlirliche Zahlen p, g, r mit

a =3p, b = 30g, ¢ = 4r; ! ‘ (1)
dabei sind p, g, r ebenso wie a, b, ¢ von O verschieden.
Aus (1) und der Angabe iiber die Gesamtzahl der Schiiler folgt

3p + 30q + 4r = 85; (2)
aus (1) und der Angabe iilber die Anzahl derjenigen Schiiler, die

v
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Blicher aus der "Mathematischen Schillerbiicherei” entliehen hatten,
folgt

p+ 10q +xr = 26, (3)
Wegen (2) kann nur g = 1 oder q = 2 sein, Wire q = 2, dann folgte
aus (3):
p+r =26 und aus (2) weiterhin 3p + 4r = 3p + 3r + r = I(p+r)+r = 25.
Wegen p+r = 6 gilt 1 S p £ 5und 1 $x % 5, Aus 3(ptr) +r =

=3e6 + r = 25 folgte aber r.= 7, im Widerspruch zu r £ 5,

Also ist ¢ = 1 und mithin p+r = 16 sowie 3p + 4r = 3(p+r) + r = 55,
Daraus folgt 3¢16 + r = 55 und schlieflich r = 7 sowie p = 9,
Damit ist gezeigt, daf aus den Angaben der Aufgabe eindeutig her-
vorgeht: )
Die Anzahlen der Schiller der Klassenstufen 6, 7 bzw. 8 betragen

27, 30 bzw. 28.
Korrekturhinweis:
Da die Existenz der gesuchten Anzahlen aus dem Aufgabentext ent-

nommen werden kann, ist eine Probe nicht erforderlich. Die L8sung
kann auch dadurch gefunden werden, da8 man wie oben p+r aus q = 1
bzw. g = 2 ermittelt und dann anhand einer Tabelle fiir alle mbgli-
chen Zahlenpaare (p;r) nochweist, das nur p = 9 und r = 7 sein
kann.



