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L 11/12;I XIX. Olympiade Junger Mathematiker der
Deutschen Demokratischen Republik
4, stufe (DDR-Olympiade)
L8sungen und Punktbewertung
" Olympiadeklassen 11/12 - 1. Tag -

191241) L¥sung: 6_Punkte

,Angenommen, fiir zwei Polyname f (x), g(x)-seien die Bedingungen der
Aufgabénstellung erfiillt. Dann folgt: Wire £(4) = 1, so fihrten
(3) und (5) auf den Widerspruch g(1) = 1, g(1) = O. Also ist
nach (1) -
£(4) = O.
Nach (4) folgt hieraus

g(2) =0, g(4) = 0.
Aus (2) ergibt sich daher, daB weder £(1) = O noch £(2) = 1 sein

" kann; somit ist nach (1)

£(1) =1, £(2) = 0.
Hiernach erh&lt man aus (3) ,

g(1) =1, g(3) =1. i
Somit ergibt (5), da8 nicht £(3) = 1 gelten kann; nach (1) ist
also ’

£(3) = 0.

J

~

\,

=1, 6) i

£(1) = ag+ ay + a; +a, = 1, g(1) = b+ by+ b1+bo

£(2) = 8a3 + 4a2 + 2a1 + agy = 0, g(2) = 8b3+4b2+2b1+bo=0, (7)

£(3) =27a3 + 9a2 + 3a1 + a5 = 0, g(3) =27b3+9b2+3b1+bo=1,. (8) |
£(4) =64a; +16a, + 4a1 +a, =0, g(4) =64b3+L6b2+4b1+bo=0 - (9) v [

folgt, indem man von (7), (8), (9) jeweils (6) subtrahiert und an-
schlieBend durch 1, 2 bzw. 3 dividiert,

7a; + 3a, +a; = = 1, 7b3+3b2+b1=-1, : (10)
13a; + da, + a; = - %, 13by + 4by + b, =" O, Coan
21a; + 5a, + a; = = 3, 21by + Sby + by = - L o (12)

Subtrahiert man von (11) und 112) jeweils (10) und dividiert an- |
-schlieBend durch 1 bzw. 2, so folgt '

6a, ta, =%  6by +by=1, (13)

I+ by + b, = 1. . (14)
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Subtrahiert man (13) von (14), so erhdlt man

1. 2
a3 § P3=-3

Hieraus und aus (13), (10), (6) folgt der Reihe nach

=1 =3
a; =3 - Ga3 =3 + 1 = 5 .bz

= =1 - 6b3 =1+ 4=35,
a; = - 1 - 733— 3a2 b1 ==-1- 7b3 - 3b2‘

-1+ l-2--13, _=—1+1—3“-—15=—%,
ag =1 -a3; -a, - a = 4; by =‘1 = by - b, -b, = 8.

f(x)\— —gX t3x -3X f 4,
gx) = -2x3 +5x? -2 x4 s (15)

die Bedingungen'der Aufgabenstellung erfiillen.
In der Tat gilt fiir diese beiden Polynome

-1 ,.3 .13, ., =-2 - 34 -
f(1) = 3 + 5 3 +4=1, g(1) = T + 5 3+ 8 =1,

- - 26 - ‘= - 16 - 88 -
£(2) = -3 +6 +4=0, g(2) = 3+ 20 3+ 8=0,
f3) = - 2,27 ‘ - _

(3) =-35+55-1344 =0, g(3) =-18+45- 34+8=1,

£(4) = - 32+ 24 - 22 4 = o, g(4)=-1—§£+so--1ig-+a=o.

Die Bedingung (1) ist daher erfi{illt; denn als Werte von f(x) und
g(x) fir x =1, 2, 3, 4 treten nur O und 1 auf.

(2) ist erfiillt; denn es ist weder £(1) = O noch £(2)
(3) ist erfiillt; denn es ist g(1) = 1 und g(3) = 1.
(4) ist erfiillt; denn es ist g(2) = O und g(4) = O.
(5) ist erfiillt; denn es ist weder £(3) = 1 noch f (4)

[
-
. :

1}
-
.

Daher erfiillt genau das Paar (f(x),g(x)) mit £(x),g(x) aus (15)
alle Bedingungen der Aufgabenstellung.

-
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191242) LOsung: 6 _Punkte

Fiir beliebige Q,Q' € M gilt:
Ist Q = Q', so ist Q n Q' die
Quadratfldche Q mit dem Um-
fang ‘4a. ‘
Ist Q # Q', so kann man, wenn
AB eine beliebige Seite der
Quadratfldche Q ist, die Ecken
'n Q und Q' so mit A,B,C,D
wzw. A',B', C',D' bezeichnen,
daB die Punkte A,A',B,D',C,C',
D,B' auf dem gemeinsamen Um-

kreis von Q und Q' in dieser

D Abb. L 1242

Reihenfolge angeordnet sind.

(Abb. L 1242) Hiernach hat der Winkel J AZA' eine GréSe « mit

o° <« <L 900. Bei Spiegelung an der Winkelhalbierenden w dieses
Winkels geht A in A' {iber, also Q in Q' und daher (wegen des ge-
wihlten Umlaufssinns) B in B', C in C', D in D'. Wegen JAZB = 90
und 0°'< % < 45° schneidet w die Strecke AB in einem Punkt P,, der
bei der Spiegelung fest bleibt, also auch auf der Strecke A'B'
liegt. Die Strecken AB und A'B'“schneiden sich also in demjenigen

Punkt P, auf AB, fiir den <):AZP1 = %{' gilt. Ebenso folgt: AB und

D'A' schneiden sich in demjenigen Punkt P2 auf AB, fir den

875, = % (90° -« ) = 45° - %, also

(o] ~

Jazp, = 90° - (45° - %) =% + 45° gilt. Wegen 0°< %< % + 45°< 90°
, 2 2) =2 2<2

st folglich die Strecke P1P2 einé Seite der Polygonfldche Q N Q'.
Ebenso findet man die weiteren Schnittpunkte :
P3, P4 von BC mit D'A' bzw. C'D',
Pe, P6 von CD mit C'D' bzw. B'C',
P7, P8 von DA mit B'C' bzw.'A'Bi
und damit Q N Q' als die Achteckflédche P1P2...P8.
Bei Spiegelung an w geht der Schnittpunkt P, von AB und D'A' iliber
in den Schnittpunkt von A'B' und DA, d. h. in Pg. Also ist

P,IP2 = P1P8. Ebenso folgt, daB je zwei benachbarte Seiten von

Q n Q' dieselbe Ldnge s = P1P2 haben; somit gilt u(Q n Q') = 8s.
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Wegen q A'zB' = 90° und 0°< o < 90° schneiden sich die Strecken
ZA und A'B' in einem Punkt R, und es gilt <):ARP8 = JA'RZ (Schei-
—_— le) .

telwinkél) sowie <):RAP8 = 45 =<fRA' . Somit gilt
{P.IPSA = {RPSA = o (Winkelsumme im Dreieck), wegen

4P,APg = 90° also KF.'I = s.sin @ . Ebenso erhilt man
{P,P,.B = 90° - @ , also P,B = s.cos « . Aus a = AP, + P,P, + P,

= s(sin & + 1 + cos o) folgt somit

a .
1 + sin « + cos o

Nun nimmt sin ¢ + cos oL = VZ.(cos o . cos 45° + sin « . sin 45°)

= f\/?‘.cos (& - 45°) wegen - 45° < & - 45° < 45° genau fir
o - 45° = 0° seinen grdBten Wert an, und dieser betré&gt '\/? Da-
her (und weil fir die g‘enannten o stets 1 + sin& + cosa > O
gilt) existiert fiir alle Q,Q' € M mit Q # Q' ein kleinstmdgli-
cher Wert von u(Q N Q') = 8s, und dieser betrigt '

8a

1 + i]i"
8a
1+'\/_2-'

kleinstmégliche Wert von u(Q n Q') fiir alle Q,Q' € M auch bei zu-
gelassenem Q = Q'. ’

Wegen 1 + 'VZ > 2, also <4a ist dies zugleich der

191243) Ldsung: 7 Punkte

Angenommen, ein Tripel (x,y,z) reeller Zahlen erfilille die genann-
ten Gleichungen. Dann gilt | x| # 1, |y|# 1, |z | # 1; ferner gibt
es eine reelle Zahl t mit x = tan t, und es folgt

y = 2x2= 2tan§ = tan 2t,
1 - x 1 - tan™ t
z = 3 4 5 = 2 tan gt = tan 4t,
1=y 1 - tan® 2t
tan t = x = 222-—- 2_tan gt = tan 8t.

1 -2z 1 - tan” 4t

Also existiert eine ganze Zahl k mit t + k ¥ = 8t, woraus

t = 1(—7! folgt. Also ist x eine der Zahlen

tan g (k ganzzahlig) .
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Jede dieser Zahlen ist gleich einer der sieben Zahlen
tan E; (k =0,1,...,6).

Daher kénnen nur die sieben Tripel

(tan XY, tan 2T, tan 4—'7‘1) (K= 0,11e0.,6) ™)

die in der Aufgabe genannten Gleichungen erfiillen.
Jedes dieser Tripel erfiillt diese Gleichungen; denn filir jedes
dieser Tripel gilt | x| # 1, |y| # 1, |z| # 1 sowie

2x + 2 tan 5; 2k
5 = TRy - tan 5o =y und entsprechend
1 -x 1 - tan = '
_.._22_2. = tan % =2z, _2_22 = tan\-m_;—t = tan -k_;_r = X.
1 -y 1 -2z '

Auch werden x,y,z in (1), wie gefordert, durch Ausdriicke angege-
ben, die aus den reellen Zahlen ™, 7, k=) 0,1,...,6 und 1,2
bzw. 4 durch Anwendung der Operationen .,: sowie der Funktion tan
gebildet sind. '
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L 11/12;II XIX. Olympiade Junger Mathematiker der
Deutschen Demokratischen Repub;l.ik
4. stufe (DDR-Olympiade)
Ldsungen und Punktbewertung
Olympiadeklassen 11/12 - 2. Tag -

191244) Lbsung: ’ ‘6_Punkte

Angenommen, es gdbe natiirliche Zahlen n, m, b mit n 2 1, m ]
und (2n) an 1 =-b™. Dann folgte
: ()™ - 1) (@)™ + 1) = b™. (1)

Hierin wdren (2n)n - 1 und (2n)n + 1 zwei aufeinanderfolgende
ungerade Zahlen und daher zueinander teilerfremd. Jeder Primfak-
tor in ihren Primzerlegungen mii8te folglich wegen (1) in einer
Anzahl vorkommen, die ein Vielfaches von m wdre; d. h., es gidbe
zwei natlirliche Zahlen h und k mit .

RS < T m n m :

(2n)” =1 =h", (2n)" + 1 =k (2)
Daraus wiirde sich k" - h" = 2, d. h.

(k - h) (&Y 4 @2, 4, g

) =2 (3)
ergeben. Wegen (2) und n 2 1 wdre aber K> " 2 (2.1)1 -1,
also k > h 2 1 und daher sowohl
¥ e ™2, e B ™ 22 (4)
als auch k = h > 0, also
k-h21, \ (5

Da (3), (4), (5) einen Widerspruch bilden, ist hiermit der ver-
langte Beweis erbracht. : '

191245) L3sung: ' 7 Punkte

Fir jede ganze Zahl i 2 1 gilt
1 1 1 1 1 1

S et —— = = +i. .+ — 4o +o. ot —
2 niﬂ 2 ni ) i ant
'e . 1 A
+ T Fooot = T
2n"+1 3n

/ : P R T teeet 1i

(n=1)n"+1 n.n

30 07 60-1 i ' T o1
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>17+...+1—{+n .
n

Hieraus ergibt sich:
I. Wegen der gezeigten Ungleichung fir i.= 1 gilt

1 1 1 1
§+...+r—1-2->2.(-2- L -ﬁ),

d. h. die zu beweisende Behauptung ist richtig fir k = 2.

II. Angenommen, die zu beweisende Behauptung sei richtig fiir eine
Zahl k = i 2 2, d. h. fir diese gelte
1 : 1 1
%_+...+ -3 >i . (7 +ooot E)'
n
Dann folgt aus der oben gezeigten Ungleichung

35,

1 1 . 1
7 L Fﬁ- > (1+1).(7 +ooot =

"d. h. die Richtigkeit der Behauptung fiir k = i+1.

Nach I. und II. ist die Behauptung fiir alle ganzen Zahlen k 22
durch vollstdndige Induktion bewiesen. 4

191246 A) LOsung: - 8 Punkte

a) Fiir jede Folge (x,), die C-konvergent gegen a ist, gilt N
k .

1 n 1 n
lim (z 22 £(xp) ) = lim (3 + B) )

n+oo k=1 N oo k=

(Ax
1 k

- n

= A xk)+B=Aa+B=f(a).
1

. un &
- 00 'k

da nach Voraussetzung lim (% Ef: X, ) = a gilt.
¢ n->oco k=1

Damit ist bewiesen, daB fiir jede solche Folge (xk) die Folge
(f(xk)) stets C-konvergent gegen f(a) ist, w.z.b.w.
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'b) Es sei r = - (p+q) (1)
und (xk) die Folge (p,q,r,p,9,r,...). Flir sie gilt
1 : 2 3 4
SO X =P S X = Pt RTX = 0 5 X =Py
k=1 k=1 k=1 k=1
5 6
ST P ST —onn
k=1 k=1
1 n
im Fall n =3m+1 (m = 0,1,2,...) ist also = 3., x, = 2,
no 4 k n
- +
im Fall n = 3m+2 (m = 0,1,2,...) ist -~ 32 x, =49,
n. 4 k n
1 n
im Fall n = 3m m=1,2,3,...) ist - 33 x, = 0.
. n =1 k

Die Folge (xk) ist daher C-konvergent gegen O. Nach Vorausset-—
zung ist die Folge (f(xk)) somit C-konvergent gegen f£(0) = O,

n .
.d. h., die Folge (1; Z: f(xk) ) ist (im {iblichen Sinne) kon-
k=1 ’

-

vergent gegen O. Das gilt dann auch fiir ihre Teilfolge

1 B ; 3m
3In g £(x,) ), d. h. es ist  lim (g E £(x,) ) = oO.
3m : '
Wegen 2 _J £(x;) = m.(£(p)+£(q) +£(xr)) besagt dies
k=1

1(£(p) +£(@)+£(x)) ‘= O und daher
£(p) + £(q) = - £(x). : (2)

Weiter sei (X'k) die Folge (r,-r,r,-r,...). FUr sie gilt:

® n
Im Fall n=2m+1 (m = 0,1,2,...) ist l. :xn =£'
‘ n' o= k n
1 n
im Fall n = 2m (m= 112131--.) ist < . ox! = 0. \
=

‘Daher ist die Folge C-konvergent gegen O, und es folgt
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n 2m

) 1 = 1 _
n_l’igg (H k; f(x' ) = 0, also auch m;iorg ('fﬁ g f(x'k) ) =0,
wegen E§$ £(x' k) =m.(f(x) + £(-r)) also %(f(r) + £(-r)) =0,

- £() £(-1). (3)

Aus (2), (3), (1) folgt die Behauptung f(p) + £(q) = f(p+q).

191246 B) Ldsung: 8 Punkte

Die weiBen Haanchuheyfﬁr die rechte Hand seien Wyreee Vg,

die weiBen Handschuhe fiir die linke Hand seien w1,...,w5,

die schwar;en Handschuhe fiir die rechte Hand seien SqseeesSgr

die schwarzen Handschuhe fiir die linke Hand seien S1,...,S5 ge-
nannt. ‘

Die méglichen Spiele seien durch Aufzdhlen der entnommenen Hand-
schuhe beschrieben. Dabei werde die Reihenfolge der Entnahme nicht
in der Beschreibung erfaft, und die Indizes seien nicht mit ange-
geben; jede solche Aufzdhlung von Symbolen w, W, s oder S be-
schreibt also mehrere m8gliche Spiele. Zur Abkiirzung seien Wieder-
holungen gleicher Symbole in Form von "Potenzen" geschrieben.

a) Ein Spiel von 10 Zigen ist nicht mit Sicherheit erfolgreich;
denn es kann z.vB.‘auch wsss lauten. Ein Spiel von 11 Ziigen
dagegen ist mit Sicherheit erfolgreich. Flir jedes solche Spiel
trifft n&mlich nicht zu, daB8 sich unter den 11 entnommenen Hand-
schuhen sowohl nur eine der beiden Sorten w, W als auch nur
eine der beiden Sorten s, S befindet (denn das wiren zusammen
h8chstens 5 + 5 Handschuhe). Die in a) gesuchte Zahl ist also
n=11. '

b) Alle Moglichkeiten, mit 6 Ziigen kein pagfendes Paar zu erhalten,
ergeben sich aus folgenden Aufz&hlungen:

wss, wss, wss, WSS, wss, wSS, Wss, WSS, (1)
w452, 452' w4 2’ W482, 254' w254, w254' w284' (2)
w3s3, w3 3, 3, W3S . ) (3)

In jeder der 8 Aufzdhlungen (1) kann man die Reihenfolge der
sechs vorkommenden Symbole noch beliebig wédhlen; da sie in zwei
Klassen zu finf bzw. einem Symbol zerfallen, gibt es filir die
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' Spiel von 7 Ziigen erfolglos ist, gleich 3%3 .
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Wahl der Reihenfolge je E%%T
(in jeder der entstehenden Reihenfolge von Symbolen) bei dem

= 6 Mdglichkeiten. Ferner kann man

ersten der fiinf gleichen Symbole als Index genau 5 verschiedene
Werte wédhlen, dann bei dem zweiten genau 4 usw., ebenso bei dem
nur einmal vorkommenden Symbol genau 5 Werte. So ergeben sich
fiir (1) insgesamt 8.6.5.4.3.2.1.5 Moglichkeiten. :
Entsprechend findet man unter Verwendung von ZT%%— = 15 und

24 = 20 die Anzahlen fir (2) und (3) und damit insgesamt

8.6.5.4.3.2.1.5 + 8.15.5.4.3.2.5.4 + 4.20.5.4.3.5.4.37
= 16.6.5.4.3.5.(1 + 10 + 10)
erfolélose Spiele von 6 Ziigen. e
Die Anzahl aller Spiele von 6 Ziigen ist 20.19.18.17.16.15. So-
mit ist die Wahrscheinlichkeit, daB ein Spiel von 6 Ziigen er-

folglos ist,' gleich 216.6.5.4.3.5.21 _ 1

et - 55 > 1oor
Alle Mdglichkeiten, mit 7 Ziligen kein passendes Paar zu finden,
kann man aus den in (1), (2), (3) aufgezdhlten Spielen folgender-
maBen erhalten: In jedem dieser Spiele kommen genau zwei der vier
Symbole w, W, s, S vor. Nur aus diesen beiden Sorten ist noch ein
weiterer Handschuh hinzuzufiigen. Hierfilir gibt es genau 4 M6glich-
keiten} denn die beiden in Betracht kommenden Sorten enthalten ins-
gesamt 10 Handschuhe, und von diesen sind schon 6 entnommen. Die
Anzahl aller erfolglosen Spiele von 7 Ziigen ist somit das Vier-
fache der Anzahl aller erfolglosen Spiele von 6 Ziigen.
Andererseits ist die Anzahl aller Spiele von 7 Ziigen
20.19.18.17.16.15.14, also das Vierzehnfache der Anzahl aller
Spiele von 6 Ziigen. Daher ist die Wahrscheinlichkeit, daB8 ein
; Ti " 55 < 7o
Daraus folgt: Die Wahrscheinlichkeit, daB ein Spiel von 7 Ziligen
erfolgreich ist, ist gréBer als 0,99; die Wahrscheinlichkeit, daB
ein Spiel von 6 Ziigen erfolgreich ist, ist kleiner als 0,99. Fer-
ner wichst die Wahrscheinlichkeit eines Erfolges monoton (im wei-
teren Sinne) mit der Anzahl der Zziige; denn jedes erfolgreiche
Spiel von i Ziigen (i <« 20) hat nur erfolgreiche Fortsetzungsmdg-
lichkeiten zu einem Spiel von i+1 Ziigen, jedes erfolglose Spiel
von i Ziigen dagegen hat auch erfolgreiche Fortsetzungsmdglichkei-



L 11/12;1I1

ten. Somit ist fiir jedes 1 < 6 erst recht die wWahrscheinlichkeit,
daB ein Spiel von i zZligen erfolgreich ist, kleiner als 0,99.
Daher ist die in b) gesuchte Zahl k = 7.



