L 1051

Umgekehrt folgt fiir dieses Paar aus (6), (7) auch (2), (3) und
(1). Daher hat genau dieses Paar alle verlangten Eigenschaften.

191033) L¥sung: 8 Punkte

Der Mittelpunkt M eines Wilrfels, d., i. der Schnittpunkt seinér
Korperdiagonalen, hat von allen Ecken gleiche Entfernung und (da
er auch Schnittpunkt der Verbindungsstrecken je zweier gegen-
iiberliegender Seitenfléchen-Mittelpunkte ist) zu allen Seiten-
fléchen gleichen Abstand. Er ist daher der Mittelpunkit sowohl
der Umkugel als auch der Inkugel.

Ist a die Kantenliénge des Wiirfels, also apfiqseine Korper-
diagonalenlénge, so ist die Entfernung von M zu den Ecken, d. h.
der Umkugelradius r = §)/3 5 der Abstand von M zu den Seiten-
fléchen, d. h. der Inkugelradius, ist r, = 3= 713:-

Weiter sei ABCDEF ein regelmiBiges Oktaeder (Abb. L 1033). Sein
Mittelpunkt N, d.i. der Schnittpunkt von AC, BD und EF, hat von
allen Ecken gleiche Entfernung und zu allen Seitenfléchen
gleichen Abstand; er ist daher der Mittelpunkt sowohl der Um-

kugel als such der Inkugel,
Ist b die Kentenlénge des Oktaeders, also BD = bVE: so ist der

Umkugelredius r = NB = ngﬂs —2 . Ferner folgt: BCEN ist eine
2

Pyremide mit gleichseitiger Grundfléche BCE; fiir ihre Spitze N
gilt B = WC = WE, also handelt es sich um eine gerade Pyramide.
Der FuBpunkt L des Lotes von N suf die Fléche BCE ist folglich

deren Schwerpunkt. Hiernach gilt TE = % o %V5~a —L . Daraus und

2
aus NE = V%,folgt nach dem Satz des Pythagoras, daf der Inkugel-
radius
2 2
r, =T =V/WE2 - TR LYy B, . B, X
2 Tt TATES) 73 V3

ist. Somit gilt ry try, = B
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Abb. L 1033
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191034) Losungs’ 6 Punkte
Ist M der Mittelpunkt von k, so gilt nach dem Satz liber
Peripherie- und Zentriwinkel
{mg = 28’0
Ferner gibt es genau die folgenden Moglichkeiten:
1. Es gilt 2 y # 180°.
In dem gleichschenkligen Dreieck ABM ist die HShe IMD zugleich
Winkel- und Seitenhalbierende Deher ist A ADM bei D recht-
winklig; es gilt AD = —E und

=CAWD =) im Falle 2 p <180°
bzw.

; =< AMD = 180° -¢ im Falle 27 > 180°.
Wegen sin (1800—3’)

sin]:

2. Es gilt 2 = 180°.
Denn ist AB = 2r,

sin/ folgt in beiden Fédllen somit

sy WeZobow,

RS
T

ein}': sin 90° = 1 = g, WeZ.DoW.

C

Abb. L 1034
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191035) Logungs 7_Punkte
Aus (1) und (3) folgt

£(2) = £(141) = £(1) + f(1) =1+ 1 =2,
£(3) = £(241) = £(2) + £(1) =2+ 1 = 3,
£(5) = £(342) = £(3) + £(2) =3+ 2 =5,
£(7) = £(5+2) = £(5) + £(2) =5+ 2 =17 .
sus (2)¥ folgt daher
£) == BN = =f e T=F.
7 7 7 , 7
Hieraus und aus (3) folgt
£@) =t P =P+ 2P =+ F=F,
I R R PR S P ¥
£R) = 1@+ 8 = £@) + 2B =4+ F = 4, wozdw.

® Hinweis: Moglich ist auch ein Beweis ohne Verwendung von (2):
Aus 7 - f(%) = f(%)  oeee + f(%) = f(% + oeee + %) =f(1) =1

folgt £(§) = .
191036) Losungs 7 Punkte
1. Moglichkeit: geometrische Interpretation:
Da nur quadratische Terme in den Radikanden auftreten und bei
Vertauschung von (a+c) mit (a-c) wieder (1) entsteht, kann
man sich auf positive a,b,c beschrénken. Wir betrachten ein
rechtwinkliges Dreieck ABC mit dem rechten Winkel bei C (Abb.
L 1036). AC habe die Lénge a. Man trégt nun euf der Geraden
durch B und C von B aus nach beiden Seiten je eine Strecke
der Liénge c ab und erhdélt die Punkte D und E. Ergédnzt man das

Dreieck EDA zu dem Parallelogramm EFDA, so gilt nach dem Satz
von Pythagoras '

BL —V a + b2 ’
X =)/ (a-c)? + b2, (2)

TX =Y (a+c)? + b2 .,
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Da B der Diagonalenmittelpunkt des Parallelogramms EFDA ist,
gilt nach der Dreiecksungleichung, angewandt eauf das Dreieck

AFD,
DX + ¥O = 2FL.
Wegen (2) und FD = FX folgt daraus (1).
A
»
Abb. L 1036
2. Moglichkeit:
Es gilt
(a2+b2+02)—4a202 = a4+b4 4+2& b2 2a?c2+2b2c2
= a4+b4+c4+232b2-2a202-2b20 = (32+b2-02)2.
Daraus folgt (die Existenz der nachstehenden Wurzel sowie)
(a2+b2+02)-432c Z 824p2-c? ,
also
a2+2ac+c2+b? +2][(a 2+b2+2ac)(a2+c2+b2—2ac) + al-2ac+c+p® 2

; 4&2+4b2 )
/(a+c)? + b2 + V(a-c)? + b2 )2 Z 4(a® + b2).

(Diese beiden Wurzeln existieren wegen (aic)2+b2 Z 0.)
Wegen (a2+b2 = und)Vﬁa+c)2+b2 + )/ (a- c)2+b2 Z 0 folgt hieraus

V{é+c)2 + 0% 4 V?;AQ)2 + b2 2}/22 S W.z.b.W.

Hinweis zur Korrektur: Es liegt nahe, die Rechnungen in umgekehr-
ter Reihenfolge enzufithren. Denn muf als Reihenfolge des logisch
schlieBenden Vorgehens die des obigen Textes erkennbar gemacht
werden. (Anders bei indirekter Beweisfiihrung: Aus der Annahme,
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es wire J (e.+c)2+b2 + l/(e.--c)2+b2 <21/a.2+b2 , wird auf den Wider-

spruch ... +2b2c2 < eee -2p2c2 geschlossen.)
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Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Losungen fiir die
1. Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe.

0 gsun 6 Punkte
a) Es sei M der Mittelpunkt der Strecke AB. Die Gerade g durch C

und M ist Symmetrieachse der gesamten Figur, also gilt
W=, E=-M , @ = TF . (1)

Perner ist CM zugleich Hohe in ABC, also hat /A BCM bei B bzw.
M Winkel von 45° bzw. 90° und ist daher ebenfalls gleich-

schenklig mit ¥B = MG. Also liegt M auf der Mittelsenkrechten
von BC; diese ist zugleich die Mittelsenkrechte von DE, hier-

nach gilt

WO =NE . ‘ (2)
ABCD ist gleichschenklig-rechtwinklig mit SCDBC = 45°, also
ist ST DBR = 90° = " OBM; ferner gilt BD = a2 = BG. Nach dem
Kongruenzsatz sws ist somit A DBM = A GBM, also

MD =G . . (3)

Aus (1), (2), (3) folgt, daB der Kreis k um M durch D auch
durch E, F, G, H, J geht.

Sein Durchmesser ist nach dem Satz des Pythagoras

2 WG = 2B 2 + W32 = 2VQ%V§)2 % (aVdyP w V4(5? & By a ay10.
b) Zu zeigen ist, daB fiir jeden Punkt M' # M jeder Kreis um M',

der in seiner Fléche oder auf seinem Rande die Punkte

D, E, F, G, H, J enthdlt, einen griBeren Radius als k hat.

O.B.d.A. liege M' auf g oder in derjenigen durch g begrenzten

Halbebene, die A enthdlt. Das Lot von M' auf g habe den FufB-

punkt L.

Ist L = M (also M' nicht auf g gelegen), so gilt W'D > ¥D
(abb. L 1031a)!. Tst L # M und liegt L auf dem Strehl aus M

1 Dieser SchluB braucht vom Schiller nicht genauer ausgefiihrt zu
werden.
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durch C, so gilt WT& 2 TG > WG (Abb. L 1031b)'. Liegt L auf
der Verlangerung von CM iiber M hinaus, so gilt M5 2T5> WD
(abb, L 1031¢)7.

Demit ist der verlangte Beweils erbracht.

P

M’ L M M M
G — 4y
MI
g g g
Abb. L 1031a Abb. L 1031b Abb. L 1031c
191032) Ldsung: 6 Punkte
Der genannte Term ist genau dann definiert, wenn die Ungleichun-
ged 1+x -3y =0 (2)
und 2x - 4y + 1 =0 (3)

gelten, Ist dies der Fall, so gelten die Ungleichungen

A 1+x-3y 1 (4)
una 3V 2xX=4¥H1 oz (5)

Also kann (1) nur dann erfiillt werden, wenn sowohl in (4) als
auch in (5) das Gleichheitszeichen steht. Dies trifft nur dann

1%

zZu, wenn
1+x =3y =0 (6)
und 2x - 4y +1 =0 (7

gelten, Das Gleichungssystem (6), (7) hat genau das Paar
(x35) = (35 )
als Losung.

2



