A 751 XIX. Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 7 - 1. Tag -~

dchtung: Bis suf solche Fekten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften hekannt sind, miissen alle- ver-
wendeten Aussagen prédzise formuliert und bewiesen wer-
den. Der Losungsweg (einschlieflich Nebenrechnungen,
- Konstruktionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar
seln, Die Gedankengénge und Schliisse sind in logisch
und grammatisch einwandfreien Sdtzen darzulegen.

190731 '

Ermittle alle geordneten Paare (x;y) natiirlicher Zshlen, die

folgende Bedingungen erfiillen:

(1) Die zweite Zahl y ist um 1 kleiner als das Dreifache der
ersten Zahl x.

(2) Das Produkt aus dem Sechsfachen der ersten und dem Vier-
fachen der zweiten Zahl betrigt 1680,

190732 )
Von drei Kreisen k1, k2, k3 mit dem gleichen Radius r, sber ver-
schiedenen Mittelpunkten M1, M2 bzw. M3 werde vorausgesetzt:

k2 und k3 schneiden sich in einem Punkt P und einem Punkt A # P.

k3 und k1 schneiden sich in P und einem Punkt B # P.

k1 und k2 gchneiden sich in P und einem Punkt C # P.

Beweise, daB aus diesen Voraussetzungen stets folgt: Der Umkreis
des Dreiecks ABC hat r als Radius!

190733

Konstruiere ein Trapez ABCD mit ABH CD aus a = 5,5 em, ¢ = 2,5 cm,
e = 4,5 cm, £ = 6,0 cm! Dabei seien a bzw,., ¢ die Liéngen der Sei-
ten AB bzw. CD; e bzw, f die Léngen der Diagomnalen AC bzw. BD.
Beschreibe und begriinde Deine Konstruktion! Untersuche, ob ABCD
durch die gegebenen Liéngen bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt
ist!
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190734

Birgit und Frank erhalten folgende Informationen iiber die Schiiler
einer Schulklasse: Die Anzahl aller Schiiler dieser Klasse ist
kleiner als 40. Genau 60 % dieser Schiiler nehmen an der AG "Bil-
dende Kunst" teil, genau 66 % % aller Schiiler der Klasse gehen
regelméfig zum Schwimmen, genau 50 % aller Schiller der Klasse
gind Leser der Kinderbibliothek.

Birgit nennt eine natiirliche Zahl x und meint: Aus den Informa-
tionen folgt, daf mindestens x Schiiler dieser Klasse sowohl an
der AG "Bildende Kumst" teilnehmen als auch regelméfig zum Schwim-
men gehen; dagegen folgt nicht, daB mehr als x Schiiler der Klasse
diese beiden Freizeitbeschédftigungen ausiiben.

Frank nennt eine natiirliche Zahl y und meint: Aus den Informa-
tionen folgt, daB mindestens y Schiiler dieser Klasse an allen
drei Formen der Freizeitbeschdftigung (AG "Bildende Kunst"®,
Schwimmen, Kinderbibliothek) teilnehmen.

a) Zeige, daB sus den gegebenen Informationen die Anzahl aller
Schiller der Klasse eindeutig ermittelt werden kenn, und gib
diese Anzsahl an! . i

b) Ermittle eine natiirliche Zahl x so, daf Birgits Augsagen wahr
sind!

¢) Beweise, deB PFranks Aussaegen fiir jede natiirliche Zahl y > O
falsch sind! i

190735

Cathrin geht einkaufen., Sie hat genau 18 Geldstiicke, und zwar
pur Zweimark- und Finfzigpfennigstiicke, bei sich. Von dem Gesamt-
betrag dieses Geldes gibt sie genau die H&lfte aus. Nach dem
Einkauf stellt sie fest, daB sie jetzt wieder ausschlieBlich
Zweimark- und Fiinfzigpfennigstiicke bei sich hat, und zwar soviel
Zweimarkstiicke, wie sie vor dem Einkeuf Fiinfzigpfennigstiicke be-

30 07 59-1 1



A T;II

saB, und soviel Fiinfzigpfennigstiicke, wie sie vorher Zweimark-
stiicke hatte.

Welchen Geldbetrag besaf Cathrin noch nach dem Einkauf?

190736

Bs sei ABCD ein Quadrat der Seiltenlénge 6 cm und E der Mittel-
punkt der Seite AD. Auf CE sei ein Punkt F so gelegen, daf die
Flichen der Dreiecke AFE und BCF inhaltsgleich sind.

Ermittle den Pldcheninhalt des Dreiecks ABF!



L 751 XIX. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
‘3. Stufe (Bezirksolympiade)
' Losungen und Punktbewertung

Olympiasdeklasse 7 ~ 1., Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Ldsungen fiir die
1. Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe..

190731) Losung: 6 Punkte

Angenommen, fiir ein Pear (x;y) natiirlicher Zahlen seien die Be-
dingungen (1), (2) erfiillt. Dann gilt

V=g exit =ik (1)
und 6x + 4 y = 1680, also
xy = 70 (2).

Wie man (bei Beachtung von 70 = 1+2¢5.7) durch systematisches
Erfassen aller mdglichen Fdlle erkennt, wird (2) nur von folgen-
den Zahlenpaaren erfiillt:
(1570), (2;35), (5314), (7310), (10;7), (14;5), (35;2), (7031).
Von diesen Zashlenpaaren erfiillt aber nur (5;14) auch die Bedin-
gung (1). Daher kann nur das geordnete Paar (5;14) alle gestell-
ten Bedingungen erfiilien.
Es erfiillt diese Bedingungen tatséichlich; denn es gilt

14 = 35 - 1
und 6¢5-4¢14 = 30-56 = 1680.

4

190732) Lisung: 7_Punkte
Nach Voraussetzung gilt g
PM; = PM; = PM; = IM; = IM; = BM; = BM? = UMT = EMZ: r. (1)

Daher sind PM AMB’ PMBBM1, PM CM2 Rhomben. Also gilt

2 1
B, || 3, P || oMy, ci,f| u,p | A, AMZIIMBP Il 2, .
Hiernach und wegen (1) sind BCM2M3, CAM3M1, ABM1M2 Parallelo-
gramme, also gilt BC = mZMB’ CTh = M3ﬂ1, iB =»M1ﬁ2.
Folglich ist A &BC =A MMM, (Kongruenzsatz sss).

Nun hat A M1M2M3 wegen (1) den Kreis um P mit r als Umkreis,
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Also hat das zu A;M1M2M3 kongruente Dreieck ABC ebenfalls r als
Umkreisradius, w.z.b.w.

Abb.

k2

L 732

190733) Lsung 7 Punkte

I.

1I.

Angenommen, ABCD habe die verlangten Eigenschaften. Dann
schneidet die Parallele durch C zu BD die Verldngerung von
AB iiber B hinsus in einem Punkt E, fiir den BE | DC und

BD|l EC gilt. Also ist BECD ein Parallelogramm; daher gilt
TG = BD und BE = DC. Somit hat A AEC die Seitenléngen

0 =e, B = f und AE = AB + BE = a + c.

Daher entspricht ABCD nur dann den Bedingungen der Aufgabe,

wenn es durch folgende Konstruktion erhalten werden kann:

(1) Man konstruiert eine Strecke AB der Lénge a.

(2) Man verléngert AB iiber B hinaus um c¢; der erhaltene End-
punkt sei E.

(3) Man konstruiert den Kreis um A mit e und den Kreis um E
mit f. Schneiden sie sich, so sei C einer ihrer Schnitt-

punkte1.
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(4) Man konstruiert die Parallele durch C zu AB und die
Perallele durch B zu EC, Schneiden sie sich, so sei D
ihr Schnittpunkt.

IIT. Beweis, dafBl jedes so konstruierte Viereck aABcp den Bedin-
gungen der Aufgabe entspricht: Nach (4) ist ABCD ein Trapez
mit AB| CD. Nach (1) und (3) ist AE = a und iC = e. Nach
(2) und (3) ist ferner BE = ¢, EG = f, und da BECD nach
(4) ein Parallelogramm ist, folgt auch DC = BE = ¢ und
BD = EC = f.

IV. Da flir die gegebenen a, ¢, e, f je zwei der Léngen e, T,
a+c eine grdBere Summe als die dritte dieser Ldngen haben,
ergibt sich bei den Konstruktionsschritten (1) bis (3) ein
bis auf Kongruenz eindeutig bestimmtes Dreieck AEC; insbe-
sondere wird AB*fEC. Hiermach ist auch Konstruktions-
schritt (4) eindeutig ausfiihrbar, Daher ist ABCD durch die
gegebenen Lingen bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt.

D C

Abb. L 733

T (1) bis (3) konnen auch zusammenfassend formuliert werden:

Man konstruiert ein Dreieck AEC mit AC = e, EC = f und
EE = a+c sowie auf AE den Punkt B mit AB = a.
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3., Stufe (Bezirksolympiade)
Losungen und Punktbewertung

Olympiadeklasse 7 - 2. Tag -
190734) Losungs 7 _Punkte

a)

b)

e)

30

Daso%=~§, 66§%=§ und 50 % = 3 gilt, muB die ge-

suchte Anzahl z durch 2, 3 und 5, wegen der paarweisen Teiler-
fremdheit dieser Zahlen also durch 2.3.5 = 30 teilbar sein.
Wegen 0 <z <40 folgt somit z = 30.

Daher und wegen £ * 30 = 18, § + 30 =20, %+ 30 =15
nehmen genau 18 Schiiler an der AG "Bildende Kunst® teil,

genau 20 der Schiiler gehen regelmédfig zum Schwimmen und genau
15 der Schiiler sind Leser der Kinderbibliothek.

Hiernach folgt, daB mindestens 8 Schiiler dieser Klasse sowohl
an der AG "Bildende Kunsi™ teilnehmen als auch regelméBig zum
Schwimmen gehen. Wéren es némlich weniger als 8, so gibe es
unter den 20 regelméflg zum Schwimmen gehenden Schiilern mehr
als 12, die nicht an der AG "Bildende Kunst" teilnehmen. Diese
Schiiler und die 18 Teilnehmer der AG wiren zusammen berelts
mehr als 30 Schiiler.

Dagegen folgt nicht, daB mindestens 9 Schiiler der Klasse diese
beiden Freizeitbeschéftigungen ausiiben. Denn nach den Informa-
tionen ist z. B. folgende Verteilung mdglich: Von den 18 Teil-

- nehmern der AG "Bildende Kunst" gehen gensu 8 zum Schwimmen,

genau die anderen 10 sind Leser der Kinderbibliothek; die
librigen 12 Schiiler der Klasse gehen sémtlich zum Schwimmen,
genau 5 von ihmen sind auBerdem Leser der Kinderbibliothek.

Demit ist bewiesen, daB Birgits Aussagen fiir die Zahl x = 8
wahr sind.

Wie des ebengenannte Beispiel zeigt, besteht nach den Informa-
tionen auch die Mtglichkeit, da8 kein Schiiler der Klasse alle
drei Freizeitbeschdftigungen ausiibt. Fiir keine natiirliche

Zahl y > O keann daher Franks Augsage wehr sein,
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Hinweisg zur Korrekturs

Zu ¢) liegt vielleicht folgender Losungsversuch nahe:
Anslog wie in b) sind mindestens 5 der Schiiler Schwimmer und
TLeser (SL), mindestens 3 der Schiiler Kinsiler und Leser (XL).
Somit werde "wegen 8+5+3 < 30" der SchluB verhindert, es mils~
ge einen Schiiler geben, der Kinstler, Schwimmer und Leser
(¥XSL) ist.
Dieses Avgument ist nicht susreichend; denn die Zahlen 8, G510
fiir XS, SL, KL, KSL sind nicht gleichzeitig erreichbar (da die
restlichen "Nur"-K, S baw, L jeweils 7 sein miifiten, im Wider-
spruch zu S+543+7+7+7 > 30).

190735} Lsung: 7_Punkte
Bezeichnet man die Anzahl der Zweimarkstiicke, die Cathrin vor
dem Einkauf besaf, mit X, so hatte sie zur gleichen Zeit (18-x)
Finfzigpfennigstiicke. Der Geldbetrag, den sie vor dem Einkauf
besaB, betrug somit (2x + (18-x) » 0,5) Mark = (1,5x + 9) Mark.

Da sie davon genau die Hi#lfte ausgab, hatte sie nach dem Einkauf
noch (0,75 + 4,5) Mark.
Laut Aufgabe setzte sich dieser Beitrag aus (18-x) Zweimerkstiicken
und x Finfzigpfennigstiicken zusemmen. Deher gilt
0,75% + 4,5 = 2(18-x) + 0,5x = 36 - 1,5%, woraus man
2,25x = 31,5, also
X =14 erhdlt.

Folglich hatte Cathrin vor dem Einkauf genau 14 Zweimarksticke
und genau 4 Finfzigpfennigstiicke, das sind zusammen 30 Mark, bei
sich. Nach dem Einkauf besaB sie genau 4 Zweimarkstilicke und ge-
nau 14 PFinfzigpfennigstiicke, das sind zusammen 15 Mark.

2, Losungswegs
Hatte Cathrin nach dem Einkauf noch genau p Mark, so hatte sie

vorher genau 2p Mark. Wiirde man ebenso viele Geldstiicke (jeweils
der gleichen Werte), wie sie vorher hatte, und dazu noch ebenso
viele, wie sie nachher hatte, nebeneinanderlegen, so wiren das
einerseits genau 18 Zweimarkstiicke und 18 PFiinfzigpfennigsiiicke,
also (36 + 9) Mark = 45 Mark; andererseits wiren es (2p+p) Mark
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= 3p Mark. Deher gilt 3p = 45, also p = 15. Polglich hatte
Cathrin nach dem Einkauf noch gensu 15 Mark.

190736) Ldsung: ' 6 Punkte

Das Lot von F auf CB habe die
Lénge x cm, das Lot von F auf AD
hat denn die Lénge (6-x) om,

Da die Flécheninhalte der Drei-
ecke AFE und BCF gleich sind und
E Mittelpunkt von AD ist, gilt
%.3-(6-—:{) = %.Sx, also

9 - %x = 3x, woraus
x =2 folgt.

; . A A A
Fir die Flicheninhalte 7%, o, “'pany Ypoms ‘ﬁmcn der Dreiecke

AEF, ECD, BCF bzw., des Quadrates ABCD gilt

A - A . A -2
ABF = ABCD wp - 2 Paer
und
A pop = 36 on?, Apo =363 om® = 9 on?,
CﬂchF = % « 2 e 6 cm2 = 6 cm2.
Folglich ist
Aon=36em® - 9en® - 12 en® =15 en’..
D Cc
D\ F Ia
(6-x) x
E
Abb. L 736
A 8



