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L¥sungen und Punktbewertung
Olympiadeklassen 11/12 - 1. Tag -

181241)L8sung: . 6 Punkte

Durch Polynomdivision erhélf man: Fir alle reellen x gilt
f(x) = g(x).(x9-x8+x7+(-—a+2)x6+(a-2)x5+(a—U)x4+(a2-4a+l&)x3 + )
+(-a2+8)x2 +(-3a-2+12a-8)x+(-a3+6a2 - lba - 5)) 'Q -
+(a3+6a2—32a+15)x2+(5§3-2ua2+16a+33)x+a”-6a3+ua2+5a+30. '
vaher hat1 eine ganze Zahl a genau dann die verlangte Eigenschaft,
wenn fir sie die Gleichungen

a’ + 6a° - 32a + 15 , (1) L

5a0 - 24a° + 16a + 33 0, (2). ' 4P

a' - 6ad + Ual + 5a + 30 = 0 (3) €
gelten. .

Angenommen, eine ganze Zahl a erfillt (1), (2), (3). Dann folgt
a |33 und a |30, also a|3, d. h. a ist eine der Zahlen 1, -1, —1';3
3, -3. Wegen - =

1% + 6.1 - 32.1 + 15 = -10,

(-1)3+6.(-1)%-32.(-1)+15 = 52,

(=3)346.(-3)2-32. (-3)+15 = 138 - .
verbleibt nur die M8glichkeit a = 3. KdifL%l- T })
In der Tat erfilllt a = 3 die Gleichungen (1), (2), (3).

Daher hat‘genau die Zahl a = 3 die geforderten Eigenschaften. /i ;)

5 ?-i.«.‘.(mz
Andere Ld8sungswege: o
"ﬁ) Man setzt f(x) = g(x).(a9x9 + a8x8 +

"
o
-

n

- Fagx + ao) an und
ermittelt durch Ausmultiplizieren und Koeffizientenvergleich

1 Hier werden folgende S&tze benutzt:

1. Polynome h(x) und q(x), mit denen f(x) = g(x).h(x) + q(x) fir
alle reellen x gilt und q(x) entweder fir alle reellen x
gleich O oder von kleinerem Grade als g(x) ist, sind eindeu-
tig bestimmt.

2. Es gilt a2x2+a1x+ao fir alle reellen x genau dann, wenn
a2=a1=a0=0 ist. .

2 Hier wird man zum Teil mit weniger Hilfsmitteln auskommen, als
in Anmerkung 1 angegeben wurde.
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Bedingungen fir ags ++es 8ge Diese sind genau.dann erfillbar,
wenn (1), (2), (3) gelten.

B) Man bildet die Gleichung f(x) '= g(x).h(x) fir kleine ganzzah-
lige x und erh&lt(Teilbarkeitsbedingungen fur a.

181242)L8sung: ‘ 7 Punkte
Angenommen, die zu beweisende Aussage wire falsch. Dann gibe es

einen StraBenabschnitt, etwa vom Posten P zum benachbarten Posten
Q, so daR nach Sperrung des Abschnitts PQ folgendes gelten wilrde:

Es gibt zwei Verkehrsposten X und Y derart, daB Y von X aus nichu
auf einem aus ungesperrten Abschnitten zusammengesetzten Gesamt-
‘weg von weniger als 300 km Linge zu erreichen ist.

Andererseits gibt es aber nach Voraussetzung (mindestens) einen
Gesamtweg von X nach Y aus ungesperrten Abschnitten; unter diesen
Wegen sei w ein mdglichst kurzer. Da auch w nach Annahme minde-
stens 300 km lang ist, so gibt es auf w einen Punkt S, der 100 km
von X, und einen Punkt T, der 100 km von Y entfernt ist, und es
folgt: Einefseits ist auf w jeder Punkt zwischen S und T sowohl

von X als auch von Y mehr als 100 km entférnt; andererseits betrigt
die auf w gemessene Entfernung zwischen S und T mindestens 100 km.
Also gibt es auf w zwischen S und T einen Verkehrsposten Z. (Be-
weis: Sonst fiuhrte ein StraBenabschnitt g von einem Posten A, der
von S aus als nidchster erreichbar1 ist, zu einem Pbsten B, der von
T aus als néchster erreichbar’ ist, Uber die auf w zwischen S und
T gelegenen Punkte.‘Langs dieses Abschnitts g widren A und B benach-
bart, aber q betriige mindestens 100 km, im Widerspruch zur Voraus-
setzung.) ‘ .
Vor der SchlieBung des Abschnitts PQ muR eine Verbindung wx'zwi-
schen X und Z existiert haben, die kirzer als 100 km ist. Nach
Sperrung Oéh PQ kann es diese Verbindung nicht mehr geben; denn
sonst wdre der Weg w, der ja von X lber mindestens 100 km nach 2
und dann nach Y fihrt, nicht méglichst kurz. Also muR PQ ein Teil

des Weges Wy sein; o.B.d.A. sei die Bezeichnung so gewdhlt, daR Wy

1 EinschlieRlich der M&glichkeit A = S (bzw. B = T), falls n#mlich
S (bzw. T) selbst Posten ist.
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von X auf einem Teilweg1 a aus ungesperrten Abschnitten nach P,
dann auf dem Abschnitt PQ rniach Q und dann auf einem Teilweg b aus
ungesperrten Abschnitten nach Z fiihrt.

Entsprechend muB eine Verbindung wy zwischen Y und Z exiétiert
haben, die kiurzer als 100 km ist und ebenfalls PQ enth#lt. Die
Verbindung wy muBR somit entweder von Y auf einem Teilweg c aus
ungesperrten Abschnitten nach P, dann auf dem Abschnitt PQ nach Q
und dann auf einem Teilweg d aus ungesperrten Abschnitten nach 2
filhren (Abb. L 1242a) oder aber von Y auf auf einem Teilweg e aus
ungesperrten Abschnitten nach Q, dann auf PQ nach P und dann auf
einem Teilweg f aus ungesperrten Abschnitten nach Z (Abb. L 1242b).

Im ersten Fall stellen a,c, im zweiten Fall a,f,b,e einen Weg von
X nach Y dar, der sich jeweils nur aus ungesperrten Teilstrecken
von w, und wy zusammensetzt, also kiirzer als 200 km ist.

Damit ist ein Widerspruch zu der Aussage erreicht, w sei ein még-
lichst kurzer Weg von X nach Y aus ungesperrten Abschnitten. Somit
ist die zu beweisende Aussage als wahr nachgewiesen.

Ve
e
X
A S
w
Abb. L 12425 — — — Wx
——————— wY

1 Fir a ist auch (im Falle X=P) die Linge O zugelassen. Entspre-
chendes gilt filir die folgenden b,c,d,e,f.
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Abb. L 1242b

Hinweis zur Korrektur: Vom Schiiler werden Abbildungen nicht ver-

langt; auch kdnnen sie, wie bewiesen, nicht alle im Text ausge-
sagten Eigenschaften haben.

181243)Losung: j 7 Purkte

(a) Angenommen, es g#be einAQi, etwa Q,, das nicht Ecke von E ist.
Da E konvex ist und alle Qi'im Innern oder auf dem Rande von E
liegen, liegen auch alle Punkte aller Seiten von Q1Q2...Qn im In-
nern oder auf dem Rande von E. Dasselbe gilt folglich fir alle
Punkte im Innern von Q1Q2...Qn.
Nun zeigen wir, daR eine Seite s von Q1Q2...Qn innere Punkte von
E enthilt:

Liegt Qq im Innern von E, so ist diese Behauptung richtig. Liegt
Q, auf dem Rande von E, also nach Annahme im Innern einer Seite r
von E, so liegt mindestens einer der Punkte Qn,-Q2 nicht auf r, da
sonst Q1Q2...Qn kein n-Eck wire. 0.B.d.A. liege Q2 nicht auf r.

Jeder Punkt im Innern der Seite s=Q1Q2 liegt dann ebenfalls nicht
auf r und folglich, da Q1 im Innern von r liegt und die gesamte
Strecke s zu E gehdrt, im Innern von E.

Die Gerade g, auf der s liegt, zerlegt folglich E in zwei Vielecke
V1,V2 mit positiven Flicheninhalten Fl’Fz'

4
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Das n-Eck Q4Q5...Q, liegt nun einerseits wegen der Konvexitdt ganz
auf einer Seite von g. Andererseits aber liegen alle Punkte von
Q1Q2...Qn im Innern oder auf dem Rande von Ej; sie liegen also bei
.geeigneter Bezeichnung sémtlich im Innern oder auf dem Rande von
Vy. Der Flicheninhalt von Q1Q2...Qn ist daher mindestens um F2
kleiner als der von E. Dies widerspricht der Kongruenz von E und

QqQp- - Qs die eingangs gemachte Annahme muB daher falsch sein.

(b) Es gibt solche nicht-konvexen n-Ecke. Zum Beweis genligt ein
Beispiel, etwa folgendes:

Es sei APIPZP3 ein gleichseigiges Dreieck D mit dem Mittelpunkt M,
und Pu liege auf der Verlingerung der Strecke P2M Uber M hinaus,
aber noch im Innern von D. Bei derjenigen Drehung um M, die Py in
den Punkt Q1=P2 uberfiihrt, gehen P2,P3 in Q2 = P3 bzw. Q3 = P1
tiber, ferner PM in einen auf der Verlingerung der Strecke P3M tUber
M hinaus gelegenen Punkt Q) im Innern von D, der daher ebenfalls
im Innern von P1P2P3Pu liegt, aber keine Ecke dieses Vierecks ist.
Das Viereck P1P2P3Pu ist also ein nicht-konvexes n-Eck, filir das
die Aussage (1) falsch ist.

(c) Nein. Zum Beweis geniligt ein Gegenbeispiel, etwa folgendes:

Es sei AP1P2P3 ein gleichseitiges Dreieck D und Pu sein Mittel-

punkt.

Liegen nun alle gcken Q?..,Qu eines zu E = P1P2P3Pu kongruenten

Vierecks im Innern oder auf dem Rande von E, so folgt: Bel geeig-

neter Bezeichnung ist Z§Q1Q2Q3 ein zu D kongruentes Dreieck und

Qy sein Mittelpunkt. Da Ql’QZ’Q3 erst recht im Innern oder auf dem

‘“ Rande von D liegen, folgt nach (a): Jedes Qi (i = 1,2,3) ist eines
der Pj (j = 1,2,3,). Das Dreieck Q1Q2Q3 ist also sogar dasselbe

Dreieck wie D, und daher stimmt sein Mittelpunkt Q‘4 mit dem Mittel-

punkt P, von D ilberein. Daher ist die Aussage (1) fir E wahr.
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181244)LEsung: ' 5 Punkte

(I)

(I1)

Es wird bewiesen, daf die Behauptung fir den kleinstm&glichen
Wert 2 von m und alle zugehdrigen Werte von n zutrifft:

Als zugehdrigen Wert gibt es genau n=1, und in der Tat gilt
einerseits

2 1 2
s(2,1) = E }__‘r li-3| = Z li-1] =0+ 1 =1,
1=1 j= 1=1
andererseits ")

AN
>

31 - .11+ 1) + 3212 - 1)

Fiir jede natirliche Zahl k £ 2 wird gezeigt, daf aus der
Richtigkeit der Behauptung fir m = k und alle zugehdrigen
Werte von n die Richtigkeit der Behauptung fir m = k+1 und
alle zugehdrigen Werte von n folgt: )

Fir die zu m = k+1 gehdrigen Wertg von n gilt k+1> n, also
k T n.

Fallunterscheidung: i ;)
1. Fall: k > n. (;2 f
Es gilt
k+1 n | | n | |
s(k+1l, n) = E E : i -l = s(k,n) + E k+1 - j
' i=1 J=1 J=1
. n
= s(k,n) + E (k+1 = j)
J=1
= s(k,n) + L.i__(.%}_l.____rll . n
- ! 1 1
== (n-1) n (n+¥1) + = kn (k-n) + 5 (2k+1l-n)n
3 2 2
_ 1 1
=3 (n-1) n (n+1) + 5 n (k+1) (k+1-n),
wie behauptet.
n
38-1 1
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2. Fall: k = n.

" Es gilt einerseits

[

k+1  k
s (k+1), k) Z Z i - sl ‘
s a1=1 J=1
Kk X
=‘:E; |i - |+ :E: |ke1 - 4|
J= J=1
X k-1 ' B
. () 'i-jl + |i-—k| ) +Z |k+1 - J'|
1=1 J=1 J=1
Kk Kk
= s (k, k-1) + :E: (k=-i) + :E: (k+1 - j)
1=1 J=1

= % (k=2) (k-1) k +% K (k-1). 1 + % K (k-1) +
+ % kK (k+1)

= % k (2k2 + 3k + 1) ='% k (2k+1) (k+1);

andererseits erhilt man fiur m = k+1 und n = k auch

%(k-l)k(k+1) + Zk(k+1).1

%(n-l)n(mi). + %—mn(m-n)

Fk(k+1) (2k-243) = Z(k+1) (2k+1).

Damit ist die Behauptung durch vollst#ndige Induktion bewiesen.

181245)Lésung : . 8 Punkte o

Es sei j eine beliebige der Zahlen 1,2,...,n. ‘ v

1. Fall: Es'exist’iert ein Primteiler p. von a. mit p. 2 n.
Angenommen, es existierte auch ein k # j mit ‘0 <k <n derart,
§af5 a, durch pj teilbar wire. Dann teilte P; auch |ak - aj|
und damit auch Ik-jl . Wegen k # j und O <j,k<= n ist aber
O<|k-j| < n; und pj (?‘n) kann nicht Teiler einer positiven
Zahl sein, die kleiner als n ist. Dieser Widerspruch beweist,
daB die Annahme falsch war; d. h., pJ- besitzt die behauptete
Eigenschaft.

2. Fall: Alle Primteiler von a; sind kleiner als n.
Dann ist



181545

Lssung: Bs sei § eine der Zahlen 1, 2, ..., n.
1. ?EfI: Bs existiert ein Primteiler py von ay mit Py = n,

Wir beweisen, daB dieser Primteiler kein weiteres a, (k # J)
teilt. Angenommen, es existiert ein X =2 J, 0< K &% n
derart, dafl Py auch 8, tellt. Dann wiirde Py aber auch

8, - a5 = K ~ J teilen, was wegen Ik -~ 3i¢n im Widerspruch
zuy Voraussetzung p Z n steht.
2. ¥all: S#Emtliche Primteiler von as gind kxleiner als n. Dann

beweisen wir, daB j eine Primzahl ist, die den Bedingungen
der Aufgabe geniigt. Dazu sel

a
q = —% = ?L + 1

sine ganze Zahl, fir die folgendes gilt: g ist grofer als 1
und besitzt daher Frimteiler, die, da g ein Teiler von ad
ist, sdmtlich kleiner als n sind, Diese Primteiler

¥dnnen keine der Zahlen mmit 1 < m < nund m ¢ J sein, da m
ein Teiler von 3L, also keiner von %i + 1 wire. Dann muB
aber j Primteiler von g und damit von a, sein, Demnach kann
nur a =vjr mit r & 2 gelten., Es bleibt zu zeigen, daB f*

kein K mit 0 < K 2 n und X # j die Primzahl j Teller von 8y
ist. Angenommen also, ein solches K existierte, Wie im
ersten Fall miiBte dann j auch Teiler von K -~ 3§ und damit von
K gein, d. h., es existiert eine ganze Zahl g mit X = g * J.

Bs ist j < g+ § £n, also g + J Teiler von ?—3- . Dies steht
im Widerspruch dazu, daB j die Zahl q = 2L +°1 = 3771 geilt.
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b)

Aus (3) folgt ferner -55x+l4z ¥ -4, hieraus und aus (1) folgt
52 ¥ 50, z ¥ 10, (9)

[Wahlt man in (1), (2),.(3), (4) Uberall das Gleichheitszei-
chen, so filhrt das zu dem eindeutig bestimmten im folgenden
betrachteten Tripel:]1
Das Tripel (xo,yo,zo) = (0,8; 0,8; 10) erfiillt nun, wie man
durch Einsetzen bestitigt, alle Ungleichungen (1) bis (5); und
es gilt

£(Xgs¥0s20) = 0,8° + 0,82 + 10° = 101,28.  (10)
Weiterhin hat fir jedes Tripel (x,y,z) € M die durch

z =10 - w : ' (11)
definierte Zahl w wegen (9), (5) die Eigenschaft
0% w¥ 11, (12)
ferner folgt aus (1) und (11)
<

< Cue. - < Ulhsw |
55x = 54-z = Llh+w, X F !

Entsprechend folgt aus (2) und (11)

< Ulh+w
. y = 5
Hiernach und wegen x z 0, ¥y Z 0 (s. (7), (8)) gilt fiur jedes
(x,¥,2) €M
Cxly.2) < (.u4'+w)2 . ('-U-H-w)2 '+ (10 - W)2

55
s 1 2 2
= -—5(2.(1936 + 88w + wS( + 3025.(100 - 20w + w<))
55
< 1
P ——5(306372 + w(3027 w - 60324)),
55

Aus (12) folgt aber )
3027w - 60324 T 3027.11 - 60324 <0,

w(3027w - 60324) T 0 ‘und damit _
£(x,y,2) T 2832 = 101,28 (13)
55

Nach (10) und (13) hat also (xo,yo,zo) die in der Aufgabe ge-
nannte Eigenschaft, und zwar ist f(xo,yo,zo) = 101,28.

Sind nun x,y,z ganzzahlig und gelten (1) bis (5), also auch
(7), (8), so muR wegen (7) entweder x=0 oder, x=1 gelten. Ent-
sprechend muB wegen (8) entweder y=0 oder y=1 sein.

1

Die Angabe dieser heuristischen Hinfilhrung ist zu einer vollstén-
digen L&sung nicht erforderlich.
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Ist x=0, so folgt aus (3), dap Uz T -4, z T -1, yegen (5) also
z = -1 gilt, Ist x=1, so folgt aus (1), daR z ¥ 54-55 §'-1,
also gleichfalls z = -1 gilt. Daher gibt es h&chstens die fol-

genden ganzzahligen Tripel, fir die die Ungleichungen (1) bis
(5) erfillt sind: (0,0,-1), (0,1,-1), (1,0,-1), (1,1,-1). Sie
erfillen in der Tat diese Ungleichungen; ferner gilt

£(0,0,-1) = 1, £(0,1,-1) = £(1,0,-1) = 2, £(1,1,-1) = 3.
Also hat das Tripel (xl,yi,zi) = (1,1,-1) die in der Aufgabe
genannte Eigenschaft, und zwar ist f(xi,yl,zl) = 3.



