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XVIII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
2. Stufe (Kreisolympiade)
L&sungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 9
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Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den L&sungen fiir die
1. Stufe gelten auch fiir die 2. Stufe.

180921) L&sung: 8 Punkte

Es kommt z. B. unter den sechsstelligen Zahlen 1 0 0 0 O 8 ’
100009,
100010 und
, 100011
keine zahl vor, deren Quersumme durch 4 teilbar ist. Also hat der
dltere Sohn recht.

180922) LSsung: 12 Punkte

Zu (1): Die zZahlen ¥2'und die von ihr verschiedene ZzZahl Vﬁ‘sind
irrational, ihr Produkt ¥2 . Y8 = 4 ist dagegen rational.
Aussage (1) ist also falsch. -

Zu (2):]/E‘und - Y7 sind verschiedene irrationale Zzahlen. Ihre
Summe ist O. Das. ist eine rationale Zahl. Aussage (2)
ist also falsch.

Zu (3): Angenommen, es gibe eine rationale Zahl r und eine irra-
tionale Zahl x, deren Summe eine rationale Zahl wire. !
Dann g&be es ganze Zahlen a, b, ¢, d mit b # 0,

d # 0 und

a c
= - = -
I'=ger+x=g

Daraus erg#be sich x = % - % = Egsé—ég, also der Wider-
spruch, daB x rational wire. Damit ist bewiesen, das

Aussage (3) wahr ist.

(Zum Beweis von (3) kann auch statt der rechnerischen Umformung
von x = % - % als Satz zitiert werden, daB die Differenz zweier
rationaler Zahlen stets wieder eine rationale Zahl ist.)
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180923)'Lbsung: ; 10 Punkte
\

Nach der Umkehrung des Satzes von Thales liegt B auf dem Halb-
kreis liber AC. Sei M der Mittelpunkt von AC, dann ist der Kreis
um M mit dem Radius MA = MB = MC = r der Umkreis des Dreiecks
ABC. Damit gilt AC = 2r.

'Das'gle;chSChenklige Dreieck ABM hat laut Voraussetzung einen
Winkel mit der GrdBe 60°, ist also gleichseitig.

Daraus folgt AB = r. Nach dem Satz des Pythagoras erhdlt man
& - r 1/-,

Damit gilt fﬁr den Umfang u

3r+rY3=r (3+-;/5')

und fir den Flicheninhalt I = 1 . KB . BC = 5 r? . V7.
Da der Fldcheninhalt auch nach der Formel I = % .AC .h=r.h,
mit h als Lidnge der HGhe auf der Hypotenuse AC berechnet werden
1.1 .v7
kann, folgt ~h = =3 °F 3.
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Abb. L. 923
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180924) L&sung: 10 Punkte

Angenommen, eine drelstellige Zahl z hat die Eigenschaften (1)
bis (4). _

Wegen (2) koOnnen dann in ihr nur folgende Zahlen' als Ziffer vor-
kommen: 2, 3, 5 und 7. Davon k&nnen wegen (1) die Zaﬁleﬂ 2'und 5
nicht als Endziffern auftreten.

Also endet.z auf eine der Ziffern 3 oder 7.
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Da die Quersumme z' eine zweistellige Primzahl ist, die als Summe

von drei Summanden gebildet /wird, von denen keiner grdBer als 7
ist, kann z' nur eine der Zahlen 11; 13; 17 oder 19 sein.

Von ihnen hat nur z' = 11 eine Primzahl, nimlich die Zahl 2,
~als Quersumme.
Also gilt z' = 11. . A
Sei nun die letzte Ziffer von z die zZahl 7. Dann muB die Summe
“der durch die beiden ersten zZiffern dargestellten Zahlen 4 betra-
..._gen. Von den mdglichen Zerlegungen der Zahl vier in zwei natir-
. 'liche.zahlen als Summanden (n&mlich O + 4; 1 + 3; 2 +2; 3 + 1
und 4 + O) erfiillt nur 2 + 2 die Bedingung (2). Damit erh&lt man
z = 227.
Sei nuh 3 die letzte Ziffer von z. Dann muB die Summe der durch
die eréten beiden Ziffern von z dargestellten Zahlen 8 betragen.
Von den mdglichen Zerlegungen der Zahl 8 in zwei natiirliche Zah-
len als Summanden (n&mlich O + 8; 1 + 7; 2 + 6; 3 + 5; 4 + 4;
5+ 3; 6+2; 7+1; 8+0) erfillen nur 3 + 5 und 5 + 3 die Be-
dingung (2). Das filihrt auf die Zzahlen
z = 353 und 'z = 533. Wegen 533 = 13 . 41 erfiillt die Zahl 533
nicht die Bedingung (1).
Also kdnnen héchstens die Zahlen 227 und 353 die Bedingungen der
Aufgabe erfiillen.
Sie erfiillen sie tatsdchlich; denn 227 und 353 sind Primzahlen.
(Beweis: 227 ist durch keine Primzahl p<17 teilbar, und es gilt
172 > 227,
353 ist durch keine Primzahl p<19 teilbar, und es gilt
o _ ' 192 >353).
" Ihre ziffern 2, 2, 7 bzw. 3, 5, 3 sind ebenfalls Primzahlen. Das
gilt auch fiir ihre Quersumme 11. SchlieBlich ist die Quersumme
2 von 11 eine Primzahl, wie es'gefordert war.
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i ‘Empfehlung flir die Punktverteilung

OKL 9 ) Gesamtpunktzahl: 40
180921 : - 8 Punkte
180922
-Entscheidung zu (1) mit Beispiel 3 Punkte
?ntscheidung zu (2) mit Beispiel 3 Punkte
ﬁntscheidung zu (3) mit Begriindung 5 Punkte
: 11 Punkt’
180923
Begriindete Aussagen:
AC = 2r '3 Punkte
AB = r. 2 Punkte
Angabe des Umfangs 1 Punkt
Angabe des Flicheninhalts 2 Punkte
Angabe der Héhenl&nge 2 Punkte
10 Punkte
180924 s
Begriindete Aussagen:
in z kdnnen ntur die ziffern 2,3,5 und‘7
auftreten ‘ 1 Punkt
in z konnen nur die Endziffern 3 und 7
auftreten : ’ 1 Punkt
\ I
z' kann nur eine der Zahlen 11;13;17 .
und - 19 sein 2 Punkte
z' kann nur 11 sein 2 Punkte
Diskussion Fall Endziffer 7 bzw. 3 "1 2 Punkte
Diskussion des anderen Falles 1 Punkt
Angabe der Zahlen 227 und 353 1 Punkt
Uberpriifung der Bedingungen 1 _Punkt
{ 11 Punkte

\
1



