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L 7;1 i XVIII. Olympiade Junger Mathematiker
‘ der Deutschen Demokratischen Republik

3. Stufe (Bezirksolympiade)

' L8sungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 7 - 1. Tag ~.

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den L8sungen fiir die
1. Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe.

1807312Lbsung: 6 Punkte

Angenommen, es gibt eine Dirks Angaben entsprechende Verteilung

r Getrdnke auf die GefdBfe. Dann gibt es - da die Kanne nach dem
Umstellen zwischen zwei anderen GefiBSen steht, wobei das Teegefds
jeweils unmittelbar links, das Milchgefd8 unmittelbar rechts
neben der Kanne steht, - genau die nachfolgend angegebenen drei
Mbglichkeiten fiir die Reihenfolge der GefiBe:

(1) Flasche | Kanne | Krug Tasse | Becher
+ | Tee Milch
(2) Flasche | Krug Kanne| Tasse | Becher
‘ : Tee Milch
(3) Flasche | Krug Tasse| Kanne | Becher
Tee Milch

Die M8glichkeiten (1) und (3) scheiden aus, da sie der Angabe
. widersprechen, daf sich in dem in der Mitte stehenden Gefdf Kaffee
befindet. . \ '

Somit verbleibt nur die M&glichkeit (2), und dabei ist nach der

eben genannten Angabe die Kanne mit Kaffee gefiillt. Hiernach und
auBerdem das Limonadengefdf unmittelbar neben dem Milchgefds

steht, verbleibt als einzig m8gliche mit Dirks Angaben iiberein-

stimmende Verteilung die folgende: ) !

Die Flasche enthdlt Most, der Krug Teé, die Kanne Kaffee, die

Tasse Milch und der Becher Limonade. Fiir diese Verteilung treffen

alle von Dirk gemachten Angaben zu. Sie ist daher die einzige Ver-

teilung der gesuchten Art. '

l
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180732) L&sung: . 6 Punkte

Es seien ﬂ, [ die GrdBen von-=}~ ABC bzw.==}= BCA. Die Berith-
rungspunkte von k mit den Verlidngerungen von AC bzw. AB seien Q
bzw. R (s. Abb. L 732).

: A
Abb. L 732

Dann gilt fir die Nebenwinkél von-=)- ABC bzw.eJZ ACB:
“<=CBR = 180° -8 und 5= BCQ = 180° - .
Da M_ als Mittelpunkt eines Kreises, der beide Schenkel des Win-
kels ~xZ CBR beriihrt, auf der Halbierenden dieses Winkels liegt,
agilt: ‘
==cm, = 90° - 4. (2) .
Entsprechend gilt :Eﬁa = 90° - g - (3)
‘Daraus folgt nach dem Satz liber die Summe der Innenwinkel, ange-
wandt auf das Dreieck BM_C: ;

——— o _ o _ N o _ X _/é .
=EBEC = 180° - (90° -4) - (90° - %) =S+ &L :
Nach dem gleichen Satz, angewandt auf das Dreieck ABC, gilt:

A .
ﬂ+x-= 180° - o, alsoé+§= 90° - %‘, woraus dann

BN C = 90° - %" folgt.

Hinweis zur Korrektur:

Statt der hier verwendeten Formulierung iiber den Mi'ttelpunkt.

" eines Kreises, der beide Schenkel eines Winkels beriihrt, kann

z. B. auch die Formulierung verwendet werden, daB der Mittelpunkt
des (eindeutig bestimmten) Ankreises 'von A ABC an, BC auf den Hal-
bierenden der AuSenwinkel bei B und C liegt. Beide Sitze gehdren
zwar nicht zum obl.igatorischen Schulstoff, werd.en aber hdufig
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z. B. in Arbeitsgemeinschaften behandelt. Sie kdnnen vom Schiiler
entweder ohne Beweis zitiert oder (z. B. mit Hilfe von Kongruenz-
sdtzen) bewiesen werden.

Hinweis auf einen weiteren Ldsungsweg: Es 148t sich zeigen, das

die Vierecke PBRMa, QCPMa und ABMaQ Drachenvierecke sind, deren

Winkel an der Spitze von der entsprechenden Diagonalen jeweils

halbiert wirdL Hieraus folgt (2), (3) usw., wie oben.

180733)LYsung: 7 Punkte
I. Angenommen, es gibt eine Gerade\g, die die Bedingungen der

II.

IIX.

Iv.

.Aufgabe erflillt. Dann schneidet sie die Schenkel des gegebe-

nen Winkels in Punkten, die mit B bzw. D bezeichnet sind, und

es'igt ferner P Mittelpunkt von BD. Der Scheitelpunkt des

Winkels sei A. Dann gibt es genau einen Punkt C auf dem Strahl

von A durch P, so das8 P Mittelpunkt der Strecke AC ist. Daher

halbieren sich die Strecken BD und AC, d. h., das Viereck

ABCD ist ein Parallelogramm, ‘

Folglich kann eine Gerade g nur dann alle Bedingungen der

Aufgabe erfiillen, wenn sie durch folgende Konstruktion erhal-

ten werden kann: :

(1) Man zeichnet vom Scheitelpunkt A des gegebenen Winkels
einen Strahl durch P, auf dem man von A aus eine Strecke
der Linge 2AP abtrigt. Ihr anderer Endpunkt sei C genannt.

(2) Durch C zieht man die Parallelen zu den Schenkeln des
gegebenen Winkels. Ihre Schnittpunkte mit den jeweils
anderen Schenkeln seien B bzw. D.

(3) Man zeichnet die Gerade g durch B und D.

Jede so konstruierte Gerade g erfiillt alle Bedingungen der

Aufgabe.

Beweis: Nach Konstruktion gilt AD]' BC und ABll CD sowie

AP = PC. Folglich ist das Viereck ABCD ein Parallelogramm

und P der Mittelpunkt seiner Diagonalen AC. Daher geht auch

die andere Diagonale BD durch P und wird von P halbiert.

Da die Konstruktionsschritte (1) bis (3) stets eindeutig

ausfiihrbar sind, gibt es genaﬁ}eine Gerade der geforderten

Art. (Abb. L 733)



Abb, L 733
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180734) Losungs 7 Punkte

In der Ausgangsldsung befinden sich genau 4 % der geldsten Sub-

stanz, das ist bei 25 kg L&sung genau 1 kg.

Diese Menge stellt nach dem Entzug einer Wassermenge genau dann

10 8 der neuen LSsung dar, wenn die neue Ldsung insgesamt 10 kg

amfast.,

Somit betrdgt genau dann, wenn man der Ausgangsldsung 15 kg Was-

ser entzogen hat, sein Anteil 90 %, wie es gefordert war. ‘

Zu ermitteln ist demnach, wieviel Prozent von 24 kg Wasser 15 kg

Wasser sind. Fiir diesen gesuchten Prozentsatz x gilt die Beziehung
X : 100 & = 15 : 24

und damit x=13% 4 = 62,54

Demzufolge sind 62,5 % des in der Ausgangsl&sung_enthéltenen Was-
sers digser Lsung zu entziehen, um eine neue L&sung mit 90 %
Wasseranteil zu erhalten.

180735) Lésunhg: o ' 1 _Punkte

Es sei M der Mittelpunkt des Umkreises des Dreiecks ABC. Wir unter-
scheiden nun die folgenden beiden F&lle:

(a) M liegt im Innern oder auBerhalb des Dreiecks ABC;

(b) M liegt auf einer der drei Seiten des Dreiecks ABC.

Im Falle (a) sind ABM, BCM und ACM nichtentartete Dreiecke. Wegen
MA = MB = MC = r gilt daher nach der Dreiecksungleichung stets

(1) 2r = MA + MB > AB,
(2) 2r = MA + MC > &G,
(3) 2r = MB + MC > EC.

Durch Addition erh#dlt man daraus
(4) 6r> AB + AC + BC = u, also
u

r>-‘;.

Im Falle (b) entartet genau eines der drei betrachteten Dreiecke

zu einer Strecke; an die Stelle genau einer der drei Ungleichungen
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tritt daher die entsprechende Gleichung. Auch in diesem Falle er-
h&lt man aus dieser Gleichung und den beiden restlichen Ungleichun-
gen durch Addition die Ungleichung (4). Da mit (a), (b) eine voll=-
stindige Fallunterscheidung getroffen wurde, ist damit der
.geforderte Beweis erbracht.

Abb., 1 735

180736) Lésung: 7 Punkte

Angenommen, eine rationale Zahl a habe die genannte Eigenschaft.
Dann gilt
a.|a|l =a+a] . 1

Fiir die Zahl a trifft nun genau einer der folgenden zwei Félle zu:
1. Fall: a= o.
Dann gilt ]ag = a, also folgt aus (1)

a“ = 2a. (2)
Hiernach verbleiben im 1. Fall nur die Mdglichkeiten, das entweder
a = 0 gilt oder, falls a # O ist, aus (2) weiter a = 2 folgt.

2. Fall: a <0,

Dann gilt |a| = -a, und es folgt einerseits a . |a| # O, anderer-
.selits a + |a' = O. Die Annahme, daB a die Eigenschaft (1) hat,
fihrt somit im 2. Fall auf einen Widerspruch.

Folglich k8nnen nur die beiden Zahlen O und 2 die genannte Eigen-
schaft haben. Tatsichlich gilt 0 . |0| = 0 = 0 + |o| sowie 2 . |2f=
=4=2+ |2

Also sind genau die Zahlen O und 2 die gesuchten Zahlen.



