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Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht
oder den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, missen
alle verwendeten Aussagen prizise formuliert und be-
wiesen werden. Der L&sungsweg (einschlieflich Neben-
rechnungen, Konstruktionen, Hilfslinien) muf deutlich
erkennbar sein. Die Gedankenginge und Schlisse sind

/ in logisch und grammatisch einwandfreien S&tzen dar-

zulegen.

171241

Sind f und g im Intervall -1 £y £ 1 stetige Funktionen, so seien

Zahlen d, (f,g) und d,(f,g) wie folgt definiert:
d,(f,g) = max le(x) - g(x)|,

de(f,g) ist der in Fl&4cheneinheiten eines rechtwinkligen Koor-
dinatensystems ausgedriickte Inhalt derjenigen Fliche, die durch

die Bilder der Funktionen f und g sowie die beiden Geraden x = -1

und x = 1 begrenzt wird. (Dabei werde der Inhalt jeder Teilfl&che,
unabhingig von ihrem Umlaufsinn, als positiv aufgefaft.)

<l <

Es seien nun fn (n=1v2 s ndinnd -h [dies-ime Interval 1t -+ 1. isfsici

durch fn (x)ie= SZ(l-x)xk_1 und h(x) = 1 definierten Funktionen.
k=1

a) Man ermittle lim dl(fn,h), falls dieser Grenzwert existiert.
n—+00 /

Man ermittle 1lim d2(fn,h), falls dieser Grenzwert existiert.
n—e00

171242

‘Es seien g und h die in der (zweielementigen) Menge {1,-ﬂ

als Definitionsbereich durch
gl )zl gzl =148 (1)
h(d) =5 =15 h(-1) == 1 definierten Funktionen. (2)

30 06 75-1 (204)
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Ferner seien fl’ fss f3, £ys f5, f6’ f7 Funktionen, von denen
einige gleich g und die ibrigen gleich h sind.

Flir diese Funktionen mége gelten:

£,(1) = =1, f£e(1) = £,(1) = 43 (3)
.f3(f4(1)) She= 10 : (4)
£, (£, (25 (£, (£5(L6(£,(1)1)))) = = L. (5)

Man beweise, daf in allen Féllén, in denen diese Bedingungen er-
fi111t sind, die Anzahl derjenigen fi’ die gleich g sind, die glei-
che ist, und gebe diese Anzahl an.

T2tise.

a) Man gebe alle M8glichkeiten an, ein gegebenes Dreieck D in
drei Dreiecke D1,D2,D3 zu zerlegen.

b) Man beweise: Ist ein Dreieck D in drei zueinander &hnliche
Dreiecke Dl’ D2, D3 zerlegbar, so ist es gleichschenklig oder
rechtwinklig.



o 2 U s e N g XVII. Olympiade Junger Mathematiker der
Deutschen Demokratischen Republik
4, Stufe (DDR-Olympiade)
Olympiadeklassen 11/12 =2 Tag=

17125“

Definition: Es sei mit d(X,Y) der Abstand zweier Punkte X,Y einer
Punktmenge W bezeichnet. Eine reelle Zahl d heiBft Durchmesser
von WL , wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

(1) Fiir je zwei Punkte X,Y aus Wl gilt d(X,Y) 'é'd. "f“'
(2) Es gibt Punkte P,Q aus WL, fiir die d(P,Q) = d ist.

Aufgabe: Man beweise:

a) Wenn eine Kreisfliche mit dem Durchmesser d von einem beliebi-
gen Streckenzug, der die Kreislinie genau in einem Punkt M und
einem Punkt N schneidet, in zwei Teile zerlegt wird, dann hat
eine dieser Teilfl#chen (jeweils einschlieRlich ihres Randes
verstanden) ebenfalls den Durchmesser d.

b) Wenn ein Kugelkdrper mit dem Durchmesser d von einer ebenen
Schnittfliche Ea in zwei Teilkdrper und danach einer dieser
Teilkdrper durch eine ebene Schnittfléche 82 wieder in zweil
Teilkdrper zerlegt wird, dann hat bei jeder derartigen Zerlegung
eines Kugelkdrpers in drei Teilkdrper wenigstens einer dieser
Teilkdrper (jeweils einschlieflich seiner Begrenzungsfl&chen

verstanden) ebenfalls den Durchmesser d.

171245

Es sei fq f2, ... eine Folge von Funktionen, die fiir alle reellen
Zahlen x definiert sind, und zwar durch

£, lxYe= sz + 48

fk+1(x) =S Vxs ~¢ 6fk(x) Ftin sk imr 825 B ol S

Man ermittle fir jedes n = 1,2,3,... alle reellen Zahlen x, die
Ldsungen der Gleichung
£ (x) = 2x sind.

30 06 75-1(204)
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Von den nachstehenden Aufgaben 1246 A und 1246 B ist genau eine

auszuwdhlen und zu l8sen:

171246 A
Es sei n eine positive gahze Zahl,(al,az,...,an) sei ein n-Tupel
reeller Zahlen mit ay 5 a, - sy =8

Man untersuche, ob es zu diesen gegebenen Bgsceespy eine reelle
Zahl x derart gibt, daf die Zahl

zZ = Ix—a1| + lx-a2| e h—anl
méglichst klein ist.

Gibt es ein derartiges x, so bestimme man alle reellen Zahlen x
mit dieser Eigenschaft und gebe den zugehdrigen minimalen Wert

von z an.

171246 B

(@) Gegeben sei eine natiirliche Zahl n ? 2. Es sei u der Umkreis
eines regelmiBigen 2n-Ecks AOAl"'AZn-l' Eine Menge aus drei
Ecken Ai’Aj’Ak dieses 2n-Ecks heiRe "einseitig", wenn es auf
der Kreislinie u einen Halbkreisbogen h einschlieRlich seiner

beiden Endpunkte gibt, der Ai’Aj und A, enthdlt.

Man ermittle die‘Wahrscheinlichkeit w, dafir, daR eine will-
kiirlich gewihlte Menge M = {Ai’Aj’Ak} aus drei Ecken "einseitig"
AT
(b)Man  ermittle den Grenzwert 1im w_, falls er existiert.
n—00
Hinweis: Ist m, die Anzahl aller Mengen, die man aus je drei Ecken
Ai’Aj’Ak des 2n-Ecks bilden kann, und ist g, die Anzahl
aller "einseitigen" unter ihnen, so ist die in (a) ge-

suchte Wahrscheinlichkeit definiert als
€n

Wik Srgelfe

n
n
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171241) Losung: 5 Punkte

Die Funktionen fn und h sind im Intervall -1 £ X s 1 isbetig.: Mit
Hilfe der Summenformel fir endliche geometrische Partialsummen
ergibt sich, sofern x # 1 ist:

X -1
fn(x) = (=) S ) %)
also
£ (sl x Kot : (2)

Wegen fn (A= Oreeaslt die'Beziehung (2) ‘auch; flr ¥ =1,
Daher gilt kn(x) - h(x)l = |1 =l 1| = |Xn|, also
d, (f ,h) = ma:. |xn| = 1, :

Ferner ist die Definition von dz(f,g) gleichwertig mit

d2(f,g) = é(lf(x) = g(x)l dx; somit gilt dz(fn,h) = ;f‘¥n| ax.

Da das Bild von y = lxn| Ttri= 1 < 3 € 0 durch Spiegelung an der
y-Achse in das Bild von y = Xz |xn| DU $x<1 tibergeht,

1n+1 & on+1

. 4 5 n SELIH ¥, 2
ist demnach d2(fn,h) =2 ér X dx s 2 e )
Somit ergibt sich: 3
at) o adm dl(fn’h) Szl b) 1lim d2(fn,h) =L0)

n—»00 n+00
171242) L&sung: 6 Punkte
Wégen (4 y-und. (2) gilt: flrix = 1 und x =\=ud

20D E= S I ) ni=i= e

Nun seil Bip tias o agh AN oB. =6 X
€ =1, falls 1, = g,
Ei 204, falds (o s\ h,
Dann igilt fir.xis 1, = mithin £oe)i= E&x.
Wegen (3) ist & = -1, Eg = £7 S (6)

B0 O 5=
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Ferner folgt aus (4), dap € -£u = it (7)
Aus (5) folgt»£1-€2°£3-iu-25-£6-£7 == A (8)
wegen (6) und (7) also (-1)- &€, -(-1) - 8541-1 == (9)

dihi £2-£5=-1.
Also sind unter den Zahlen £1,...,£7 genau folgende gleich 1:

ik

&

H
genau eine der Zahlen 23, EH;
5

Die Anzahl der f. 1> die gleich g sind, ist also stets die gleiche,
sie betrigt 5

genau eine der Zahlen 22, £

171243) L8sung: 8 Punkte

a) Liegt eine Zerlegung von D in drei Dreiecke Dl,D2,D3 vor, so
‘sei eine Strecke, die Teil des Randes eines D,, aber nicht Teil
des Randes von D ist, eine "zerlegende Strecke" genannt.
Hiernac¢h gibt es genau folgende M8glichkeiten:

(1) Von jeder Ecke des Dreiecks D geht eine zerlegende Strecke aus.
Dann kann von jeder Ecke auch nur eine zerlegende Strecke aus-
gehen, da bereits hierdurch mindestens drei Teilgebiete von D
voneinander abgegrenzt werden. Damit sogar genau drei Teilge-
biete entstehen, die simtlich Dreiecke sind, miissen ferner die
drei genannten zerlegenden Strecken in einem gemeinsamen\

Punkt im Innern von D enden (Abb. L 1243 a)

(2) Es gibt eine Ecke des Dreiecks D, von der keine zerlegende
Strecke ausgeht.

Diese Ecke ist dann zugleich Ecke eines der Di’ etwa von D13
ihre Gegenseite s in Dy verliuft in D von Rand zu Rand.

(2.1.) Ein Endpunkt von s ist eine Ecke von D.
Dann ist D durch s zerlegt in D, und ein weiteres Drei-
eck D', das in D2 und D:,> zerlegt sein muﬁ Dles 1st nur
méglich durch eine Strecke von einer Ecke D' zu einem
inneren Punkt der Gegenseite. Ist diese Ecke zugleich
die Ecke von D, die Endpunkt von s ist, so entsteht
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{{2res,

. eine Zerlegung wie in Abb. L 1243 b. Ist sie die Ecke

von D (und D'), die nicht. Endpunkt von s ist, so ent-
steht eine Zerlegung wie in Abb. L 1243 c.

Ist sie die Ecke von D', die nicht Ecke von D ist, so
entsteht eine Zerlegung wie in Abb. L. 1243 d.

Kein Endpunkt von s ist Ecke von D.
Dann ist D durch s zerlegt in D1 und ein Viereck V,

das in D2 und D, zerlegt sein muB. Dies ist nur méglich

3
durch eine Diagnonale von V. Es entsteht bis auf Be-

zeichnungsénderung eine Zerlegung wie in Abb. L 12h3 {3

b) Angenommen nun, in einer der Abbildungen L 1243 a bis d seien

D,» D2,
Zu Abb.

D3 zueinander &hnlich. Dann folgt:

L 1243 a: Da die Innenwinkelgrdfen der D; bei P die

Summe 360° haben, miissen zwei dieser Winkel stumpf sein. Seien
etwa =X BPC, =<t CPA stumpf. Wegen der Khnlichkeit von D, D,

ist <X

BPC einem Innenwinkel in D, kongruent; dies kann folg-

lich nur der einzige stumpfe Winkel =3t CPA sein. Auch in D3

ist ein Innenwinkel hierzu kongruent. Wire es-<<L BAP oder
<X ABP, so folgte der Widerspruch AB || CP bzw. BA flcr.

Also gilt =F BPC = =& CPA = == APB = 120°.
Angenommen, es wire BP = k - AP mit k # 1. Dann wére wegen der

KEhnlichkeit von D, und D

3 , entweder BP = k . CP oder CP = k - BP

Das ergibe den Widerspruch CP = AP bzw. den Widerspruch CP =

2

=k « AP gegen die Khnlichkeit von D2,D3. Also gilt AP = BP und
ebenso BP = CP. Daher ist das Dreieck D gleichseitig.

Zu Abb. L 1243 b,c,d: Bei den Punkten P und Q in Abb. L 1243 b,c

sowie bei Punkt Q in Abb. L 1243 d liegt je-
weils ein Punkt X auf zwei Strecken u,v, die

. gehdren,

so zum Rand zweier Dreiecke Di’DJ

wie Abb. L 1243 e zeigt.

(

Angenommen, es wire nicht ul v. Dann hitte
o0.B.d.A. Dreieck Dy bei X einen stumpfen In-
nenwinkel. Wegen der Khnlichkeit h#tte Dj

einen hierzu kongruenten Innenwinkel, der
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Abb. L 1243 b und L 1243 ¢ scheiden damit aus, da D
.und Q rechte Winkel haben kann.

Abb. L 1243 a:

1, -Falls

2. Fall:

3o Ball

folglich bei einer von X verschiedenen Ecke
liegen milRte. Damit ergibe sich der Wider-

spruch, daf® eine zu u oder v parallele Sei-
te in Dj vork&me .

Also folgt in den angegebenen F4llen u-L v.

> nicht bei P

Da D, und D3 bei Q rechtwinklig sind, hat
wegen der Khnlichkeit auch Dy einen rechten
Winkel.

D, ist bei P rechtwinklig.

Dann ist ABCP ein rechtwinkliges, durch
seine H8he PQ auf der Hypothenuse in D,, D3
zerlegtes Dreieck. Darin sind == QCP,

<X QPB kongruent. Ist in D4 hierzu =xZ PBA
kongruent, so istAABC bei B rechtwinklig.
Istyin D, aber <<, PAB zu den vorgenannten
Winkeln kongruent, so ist A ABC gleich-
schenklig mit AB = CB.

D, ist bei B rechtwinklig.

Wdren von den drei Innenwinkeln der Di bei P
zwel nicht zueinander kongruent, so wiren

sie wegen der Khnlichkeit der betreffendén,
jeweils an Ecken # P rechtwinkligen D, Kom-
plementwinkel voneinander, und es agibe sich
der Widerspruch

==FPB + =< BPQ + =< QPC <180°. Also gilt
== APB = =< BPQ = =t QPC = 60°; daher ist
D gleichschenklig mit == BAP = —==PCQ (= 30°)

Dy ist bei A rechtwinklig.
Dann ist auch D bei A rechtwinklig.

Damit hat sich in jedem Fall D als gleichschénklig oder recht-

winklig erwiesen.
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171244) L8sung: 7 _Punkte M

Fiir je zwei Punkte X,Y der Kreisfl#che bzw. des Kugelkdrpers gilt
d(X,Y{ € d. Daher sind die Behauptungen a), b) bewiesen, sobald
gezeigt ist, daf in mihdestens einer der genannten Teilflé&chen
bzw. in mindestens einem der genannten Teilk&rper Punkte P,Q mit

d(P,Q) = d existieren.

Zu a) Es sei S ein Streckenzug mit den angegebenen Eigenschaften.
Der zu M auf dem Kreis diametral gegeniiberliegende Punkt M'
hat einerseits die Eigenschaft d (M,M') = d; andererseits
muf er wenigstens zu einer der beiden Teilfl&chen gehd&ren.
Zu ihr gehdrt auch M, da M zu beiden Teilfl&chen gehdrt.

_Damit ist fiir a) die Behauptung bewiesen. -

Zu b)) Durch'E1 werde der gegebene Kugelk®rper k in zwei Teilkdr-
per ky und ko und durch Eé 0.B.d.A. der Teilkérper ko in
TeilkOrper K, und k3 zerlegt.

Fall 1: Der Mittelpunkt M der Kugel gehért k1 an. Dann schneidet
die zu £1 parallele Ebene durch M den Kugelkdrper k in
einer Kreisfliche mit dem Durchmesser d, die ganz zu ky
gehdrt. Auf ihrem Rand gewdhlte diametral einander ge-
geniliberliegende Punkte P,Q gehdren also zu k1 und haben
die Eigenschaft d(P,Q) = d.

Fall 2: Der Mittelpunkt M gehdrt nicht k1 an; o.B:d.A. gehdére
in diesem Falle M zu k,.

2k €i und Eé sind parallel zueinander.
Dann schneidet die zu £1 und 22 parallele Ebene durch
M den Kugelk®rper k in einer Kreisfl#che mit dem Durch-
messer d, die_ganz zZUu k2 gehdrt, und der Beweis verléuft
wie im Fall 1, nur mit k, statt k,.

30,06 75=1
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Py 51 und ézsind nicht parallel zueinander.
Es sel g die Schnittgerade der 21 bzw. Eé enthaltenden
Ebenen. Ferner sei h die Parallele zu g durch M. Dann
schneidet h nicht die 21 enthaltende Ebene, ferner
schneidet entweder h auch die €2 enthaltende Ebene nicht
oder M liegt ganz in der 82 enthaltenden Ebene.

Also gehdrt diejenige Strecke der Linge d, die h mit dem
Kugelkdrper k gemeinsam hat, ganz zu k2.

Damit ist auch fiir b) die Behauptung in allen F&llen

bewiesen.
171245) L8sung: 6 Punkte
a) Es sei x eine reelle L8sung der Gleichung
£,(x) = 2x. (1)
Dann gilt
sz + %8sz 2%x  und x >0,
also
A Mx2, A 3x2 =y LB x° = 16.
Wegen ¥ >0 giilt, daher x =il

Wenn also die Gleichung (1) {iberhaupt eine reelle L&sung hat, so

kann es nur die’Lésung X = 4 sein. Andererseits gilt fir x = 4
£,(x) = Vx= + 48 = V16 + 48 = V6u

Daher ist x = U4 die einzige reelle L&sung der Gleichung (1).

"

Bu=tie o= 25,

b) Wir zeigen nun mit Hilfe der vollst&ndigen Induktion, daR x = U
auch L8sung aller Gleichungen
fn(x) = D (nfe s A DIE S SN ST e SR T U = 1

bereits unter a) bewiesen worden ist.

Angenommen, fiir n = k sei fk(u) =t ol = R,

£.,,(4) = V16 + 6-8 = JoI'

d.h., x = U ist auch Ldsung der Gleichung fk+1(x) = 2x und daher

Dann gilt

8 = 2.4,

aller Gleichungen (2).
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¢) Nun zeigen wir, dak keine der Gleichungen (2) eine weitere
reelle LOsung hat: !

Flir alle reellen x gilt f‘l(x) >0, und aus fk(x) >0 fir alle x
folgt auch fk+1(X) >0 fiir alle x. Daher gilt fn(x) >0 fiir alle
pund: Jaililie sy 4= S TPEHSTE S SasaE ¢

Somit hat keine der Gleichungen (2) eine L&sung x < 0. Ferner zei-
gen wir,fd?@)ffir e de RN Sl 255 s g etantirn aililie et >0 dufch

Fn(x) = ; definierte Funktion Fn streng monoton fallend ist.

: £,(x 48
Filir F1 trifft dies zu; denn es gilt Fl(x) ¢y =1/1 + Yo
53

Ist nun Fk streng monoton fallend, so auch Fk+1; denn es gilt

AR 6f, (x) bEZI(Ga)E
25 p ik o k 33 k
S T % Wi @ -I/* g uTes,

Also nimmt fiir jedes n = 1,2,... die Funktion F, den Wert 2 nur

fiir x .= 4 an, d.h. jede Gleichung (2) hat auch im Bereich aller
X ,ZO nur x = 4 als Ldsung. i

Daher ist *flir jedes n = 1,2,3,... genau die Zahl x = 4 L8sung der
Gleichung (2).

171246 A) Ldsung: 8 Punkte

Flir die durch f(x) = |x—al| +...4 |X—an| in (-oo,+00) definierte
Funktion gilt

i ;
E(ak - %) -nx + E ap . Eirtx e aj
RE=4 w =4 A n M \

(%) Z(x = ak) + E(ak ) (2i-n)x - a, + ap fir a]._"?x‘:ai+1 A"
A &

=i+4 =4 =it A i
n % n ('l = l,...,n—l)

E(x—ak) nx - Eak fx‘iran<=x
=4 =A R

Daher gelten folgende Monotonieaussagen:

n

1"

1"

g ol i 2
Aus i3 = und ag 2 % 2 LR as,q folgt f(x) € £(x'),
aus i 2 % unds Q. 3 S xr € g, Rolarb-IF(Ex) < (el O
< a1 i+l i
AU Rt ag folgt £(x) > f£(x'),
i < /
aus ki & r21—und ay € x< x' 2 a;,, folgt HCOED G SN
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aus i >§ und a; 3 x < x' s aj,q folgt f(x) LGl

aus a, $ x < x! folgt f£(x) < f(x').

Nun unterscheiden wir folgende F&lle:
1. Fall: Es sei n = 2m mit positivem ganzem m.

folgt: Fir den grdBten Index j € m mit e

a) Aus x < a1 -

gilt entweder,

falls j = 1 ist, x<a; $a ns 2lso f(x)>f(a 2. >f(a ) oder
2 >

£alls, 5 Dedist da. § x<a, S a m» 2180 f(x)>f(a Diels BB il f(am)

J-1 J

Lo 2 2>
b) Aus am S am+1 folgt sowohl f‘(am) S £{x) € f(am+1) als auch

f(a D = f(x) = f(am+1), also, I‘(am) = f(x): f‘(am+1) (was sickri
auch direkt aus der Formel fir f(x) bei Ror B Bducie mAERte= 5
ablesen 148t).

>

c) Aus x Da .,
gilt entweder, falls J' sungEliaits i

folgt: Fir den kleinsten Index j = m+l mit x>aj
] a, By (o)

< m+1

)il H f(a DGRt oder, falls N s b

el < aj<x T aj,q» also f(am) = flap,;) € ... ¢ f(a )< £(x).

Damit ist bewiesen: Es gibt ein x derart, da® z mdglichst klein
ist, und zwar haben genau diejenigen x diese Eigenschaft, fiir die

a_ $x¢ anel gilt, und der zugehdrige minimaie Wert von z betrigt
-

m
o

f (am) = -gak +ij.

2. Fall: Es sei n = 2m - 1 mit positivem ganzem m.

a) Aus x<am folgt wie im 1. Fall unter a), daB f(x)>f(am) gt

b) Aus x>a‘m folgt: Fiir den kleinsten Index j>= mmit x>a. gilt

entweder, falls j = n ist, a H a, < x, also f(am) $...§ f(an)<f(x,
oder, falls Je<insdzt, an < a. <x = a,]+l’ also
f(a ) €...8 £(a; )< £(x)
Damit ist bewiesen: Es gibt ein x derart, daR z mdglichst klein
ist, und zwar hat genau die Zahl x = ay diese Eigenschaft, und

der zugehdrige minimale Wert von z betrégt

m n
f(am) = - E a, + E ay -
=4 R=m+4

Hinweis zur Korrektur: Bei der Einschitzung von Aussagen Uber
strenge Monotonie ist besonders zu priifen, ob solche F&dlle beriick-

4
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sichtigt (d.h. von der Behauptung der strengen Monotonie ausge-
schlossen) wurden, in denen es sich um Intervalle E,%] mitias=4b
handelt. V

171246 B) L&sung: 8 Punkte

(a) I. Aus der gegebenen Menge der 2n Punkte lassen sich nach einer
2n (2n-1) (2n - 2)
AR D
dene Mengen aus je drei Punkten auswihlen, d.h. es ist

o ol 2ny 2np=04) (@2n = 2)
Ny & G IR I

verschie-

bekannten Formel genau (%n)

LI, TstiM- = {Ai’Aj’Ak} "einseitig", so gibt es genau eine der
Ecken in M derart, daf flr jeden Halbkreisbogen h, der M
enthdlt, gilt: Durchlduft man h von einem Endpunkt zum an-
deren im Drehsinn der Numerierung AO’Al’ sonn LSOk wind s von

den drei Ecken aus M die genannte Ecke als erste erreicht.

Beweis: Wiirde beim Durchlaufen von h die Ecke Ai und beim Durch-
laufen eines anderen (M erithaltenden) Halbkreisbogens n* eine an-
dere Ecke Ai‘ als erste erreicht, so h#dtte sowohl der im gegebenen
Drehsinn durchlaufene Bogen von Ai nach A{' als auch der von A{'
nach Ai héchstens Halbkreislinge. Da die Summe dieser Bogenléngen
der Umfang von u ist, ergibe sich: Ai und A;‘ sind Endpunkte eines
Durchmessers, und h,h* sind die beiden verschiedenen von ihnen be-
grenzt'en Halbkreisbdgen. Dazu steht im Widerspruch, daf nun die
dritte Ecke aus M sowohl im Innern von h als auch im Innern von H¥

liegen miiRte.

Nach der somit bewiesenen Aussage kann man jeder "einseitigen"
Menge M eindeutig die genannte (bei der Durchlaufung zuerst er-
reichte) Ecke zuordnen. Ist dies etwa Ai’ so haben die beiden an-
deren Ecken aus M Indizes j,k, die sich ergeben, wenn man zu i
zwel verschiedene Zahlen aus der Menge {1,...,n} addiert und,
falls eine der dabei entstehenden Zahlen 2 2n 18t Von. ihri2n

‘ subtrahiert.

Umgekehrt haben nach Wahl eines beliebigen Index i€ {0,..,2n—1}
die durch dieses Verfahren jeweils entstehenden Indizes j,k stets
mit dem betreffenden i zusammen die Eigenschaft, daB {Ai,Aj,Ak}
"einseitig" ist.
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Somit ist die Anzahl g genau 2n mal so grof wie die Anzahl aller
zweielementigen Teilmengen von {1,'. ..,n} . Diese Anzahl ist

(g) = 9—(%_—%—)- . Also ist g, = n2(n—1).

A e e, ¥

b 3n
TI., A‘L}S T unhd EL v folgt s Sn(2n-1) (2n=2) 5(Zn-1) °
o 3 LN i AR
b) Wegen w_ = —=——— und 1lim = 0, also lim. 2(2 - =) = 4,
n 1 n
(2= -r—l)‘ n=+= 00 N =00
ist lim w_ = %— i
n
N-p= OO0



