AN/ N 28T XVII. Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklassen 11/12 - 1, Tag -

Achtung: Bis auf solche Fakten; die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, mlissen alle ver-
wendeten Aussagen prézise formuliert und bewiesen werden.
Der L&sungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruk-
tionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein. Die
Gedankenginge und Schliisse sind in logisch und grammatisch
einwandfreien S&itzen darzulegen.

25!
Gegeben sei die Folge (an) durch

a, = __E_JEL_ (1)
4n< + 121
B I = PN OB R
Man ermittle die obere Grenze und die untere Grenze von (an),

sofern diese existieren.

7adi2652
Zu jeder ganzen Zahl a ermittle man alle reellen L8sungen x der
Gleichung
xu + x3 + a2x2 + x + 1 =0.
AN 281
Es sei ABCD ein regelmiRiges Tetraeder mit der Kantenlénge s,

in dem fiinf kongruente Kugeln (mit den Mittelpunkten
P, Q, R, S, T) so angeordnet sind, daf gilt:
(1) Die Kugel um P beritihrt die drei von A ausgehenden Seiten-
fldchen ABC, ACD, ADB des Tetraeders,
(2) die Kugel um Q beriihrt die drei von B ausgehenden Seiten-
fl&chen,
(3) die Kugel um R beriihrt die drei von C ausgehenden Seiten-
flédchen und
(4) die Kugel um S die drei von D ausgehenden Seitenflé&chen.
(5) Die Kugel um T beriihrt die .vier Ubrigen Kugeln von aufen.
Man ermittle den Radius r dieser finf Kugeln.
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ANRARY/A15 28Ty XVII. Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklassen 11/12 - 2. Tag -

171234
Man beweise, daB fir alle positiven reellen Zahlen a, b, ¢ mit
2 2 2. 5 3

: q 1
a + b+ ¢ = 2 die Ungleichung 5 + 5 Ew( eBE

171235
Man beweise folgenden Satz:
Sind u der Umfang, r der Radius des Inkreises und R der Radius
des Umkreises des Dreiecks ABC, dann gilt

R:>¥§3 .1FEF, Ist das Dreieck insbesondere rechtwinklig,
dann gilt sogar

R 22 . yom,

Von den folgenden Aufgaben 1236 A und 1236 B ist genau eine auszu-

wdhlen und zu lOsen:

171236 A

Es sei n eine natfirliche Zahl mit n > 1.

a) Man ermittle alle diejenigen in der Menge R der reellen Zahlen
definierten Funktionen f, die in R stetig sind und die Eigen-
schaft haben, daB fiir jede reelle Zahl x die Gleichung

gy (o n =) (1)
gilt.

b) Man gebe eine in R definierte und unstetige Funktion f an, die
die Eigenschaft (1) hat.

171236 B
Ist z eine reelle Zahl, so bezeichnet [z] die gréRte ganze Zahl,
die kleiner oder gleich z ist. Beispielsweise gilt

[%] S Ll [] - -u

Man beweise: Fir jede reelle Zahl x und jede positive ganze Zahl
n gilt

Bl Erfle i Boriilae]
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L 14/123T XVII. Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik
3. Stufe (Bezirksolympiade)
L8sungen und Punktbewertung
Olympiadeklassen 11 und 12 - 1., Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den L&sungen fir die
1. Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe.

17123%) L&sung: 5 Punkte
Flir alle n = 4,'2) 3,7, . gilt "8 >0 (1)
sowie
5 g Wi 4(n+1) = 4n
P A e 4 8h v 125 dnS - 124

_ 4(n® + 4n® + 1210 + 121 - 4n3 - 8n® - 125n)

(4n® + 8n + 125) (4n® + 121)
—16(n2 + n - 30%)

“(4n® + 8n + 125) (4n? + 121) '
Fir 1 5n € 5 ist wegen n(n+1) S 30 somit 8 s By >0, 5
fir n 2 6 wegen n(n+1) £ 42 dagegen an+1‘— an'<'0.,Also gilt

a1<a2<...<a6; ag > a7> .

Folglich existiert die obere Grenze von (an) und ist gleich

gL 24
BISN 2058 .
Wegen a, = % 1121 oy it % = 0, lim l%l = 0, also
L+ 5 n-+-co n-=mes n
n
1im (4 + l%l) = 4 #0 gilt
n--o n
1im QU0 (2)
n = 0 I

Aus (1) und (2) ergibt sich, daB die untere Grenze von (an) exi-
stiert und gleich 0 ist..

171232) Losung: . 7 Punkte

Wenn fir eine ganze Zahl a die Gleichung

xu Fx0 #8°%° +x+1:=0 (1)

eine reelle Ldsung x hat, so gilt fir diese x # Q und daher wegen

(1)
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(x2+ —%)+(x+l)+a"= () (2)
2 X
e . e e 1
Flir die reelle Zahl z = x + e gilt. z7 =x" + o 2, (3)
also wegen (2) S
z2 + z + a2 -2 = 0. (@))

Diese quadratische Gleichung hat nur dann reelle Losungen, und
zwar genau

R ! ORI, R /A0 D
Zl = 5 + -E a 5 Z2 = 5 'E a , (5)
2<9 5 »
wenn a~ = f, d. h. a gleich O, 1 oder -1 ist.
1. Fiir a = 0 erhdlt man aus (5) z, = 1, z, = -2, also wegen (3)
X + % =1 d. h. x2 =X 41, =0, (6)
oder
ah 2 5 y
i A PRI h S Gl O R L N =S ) 7)

Die quadratische Gleichung (6) hat keine reelle L&sung, wihrend
die quadratische Gleichung (7) genau eine reelle L&sung, ndmlich
x = -1, hat.

2. Fir a = 1 und a = -1 erh&lt man aus (5)
VS ~ s .
zl=——;—5, Zy = 5 5,also —2<zi<2 (GIR =PSRN

In diesem Falle haben daher die Gleichungen

ahs Akt s =
= Z4 und x + % T 2o keine reellen L&sungen.

Die Gleichung (1) kann also nur im Falle a = O eine reelle Ldsung

haben, und zwar nur eine, nimlich x = -1.

In der Tat gilt (—1)” + (--1)3 + O2 . (-1)2 + (-1) .+ 1 = 0, also
ist x = -1 fir a = 0 L&sung von (1).

171233) Ldsung: 8 Punkte

Die Beritihrungspunkte der Seitenflichen ABC, ACD, ADB mit der

Kugel um P seien U, V, W. Der Schwerpunkt der Seitenfliche BCD sei
Y. Bei den Drehungen des Tetraeders um die Gerade AY, bei denen

B, C, D zyklisch vertauscht werden, werden auch die genannten Sei-
tenfléchen entsprechend zyklisch vertauscht. Also geht dabei die
Kugel um P in sich tiber, und U, V, W werden ebenfalls zyklisch
vertauscht. Folglich mu® die durch U, V, W bestimmte Ebene senk-
recht zur Drehachse AY sein. AY ist im regelmiRigen Tetraeder die
Tetraederhthe von A auf BCD, damit steht AY auch auf BCD senkrecht.
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Also sind BCD und UVW zueinander parallele Fl&chen.

Die durch U, V, W bestimmte Ebene schneide die Tetraederkanten
AB, AC, AD in B', C', D'. Dann ist auch AB'C'D' ein regelmiBiges
Tetraeder. Nach dem Strahlensatz schneidet AY seine Seitenfliche
B'C'D' in derem Schwerpunkt M. Bezeichnet man die Kantenldnge von
ABMCUDIS Mt sl S S o tilsit

s o 1 —_—
T =D = %— 3, UM

ferner gilt wegen == AMU = 90

Aus der Khnlichkeit der Dreiecke APU und AUM und aus (%) erhdlt man

DT = s"V 3% (%)

o

W=

.. D
UM
Bei den obengenannten Drehungen werden die Kugeln um Q, R, S

(=

zyklisch vertauscht, also geht die Kugel um T in sich iber. Folg-
lich muR ihr Mittelpunkt T auf der Drehachse AY liegen. Damit gilt
AT = S5r. Der FuBpunkt X des Lotes von T auf die Ebene durch Ao B¢
liegt auf der Geraden durch A und U, und es gilt

TX = 0 . 4 - %E.
Da der Mittelpunkt T auch bei analogen Drehungen, deren Drehachse
z. B. durch B und den Schwerpunkt der Seitenfliche ACB verliuft
und die A, C, D zyklisch vertauschen, auf der Drehachse liegt,
ist T als Schnittpunkt zweier Schwerelinien des Tetraeders der
Tetraederschwerpunkt. Bei einer derartigen Drehung um B, die
A, C, D zyklisch vertauscht, geht X in Y liber, also ist TX = TY.
fbenso wie bei der Berechnung von AM aus s' ergibt sich

.]/6'=H=ﬁ+ﬁ=r(5+%)=&r‘,

3
eslis
also el V 6.

Wl n
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L 1%/1423 LT XVII. Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Losungen und Punktbewertung

Olympiadeklassen 11/12 - 2. iTag =
171234) L3sung: " 5 Punkte
Fir alle reellen Zahlen a, b, c¢c gilt:

2 > 2 2 2 >
(a+b=-2¢)° £0, also a“ + b + ¢ + 2 (ab - ac - be) € O,
bc + ac - ab £ % (a2 + b2 + c2).

. y 2 2 2RO
Fir alle ‘a, b, cimit! as & by +iec=l = 3 gilt daher
- 1 5
bec + ac ab-2.3<1.

Sind a, b, ¢ auRerdem positiv, so ergibt sich hieraus

be + ac - ab 1 al 1 1 1
e < abe’ also & b Pl €< a0 w.z.b.w.
171235) L&sung: 8 Punkte

Das Dreieck ABC ist auf Grund des Satzes des Thales und dessen
Umkehrung genau dann rechtwinklig, wenn der Umkreismittelpunkt
M auf einer Seite des Dreiecks liegt.
a) Ist das Dreieck nicht rechtwinklig, so liegt M entweder inner-
halb oder auRerhalb des Dreiecks.
Fall 1: M liege im Innern des Dreiecks ABC.
Dann gilt flir die Fl&4cheninhalte F, Fys F2, F3 der Drei-
ecke ABC, AMB, BMC, CMA die Beziehung
F=Fy +F+Fs. (1)
Sind o, /3 ;°Y die Grofen der Winkel =t AMB,= BMC,<TCMA,
so gilt

F, = L g2

1.5 5 sin ettt s

2

=

R? siqﬂ A F3 = % R® sinJ* ; ferner gilt

2o el
F-Eur.

Aus (1) ergibt sich dann unter Berilicksichtigung dieser Beziehungen
ur=R2 (sin oL + sinlﬁ+sin(). (2)
Fir jede Winkelgrdfe x gilt bekanntlich sin x § 1 und dabei,
wenn X zwischen 0° und 180° liegt, nur im Falle x = 90° das
Gleichheitszeichen. Da auf Grund des Zentri-Peripheriewinkel-Sat-
zes. &= 2 , m,ﬁ= 2 =X -"BAC, =2 . < CBA ist, also
a£+/8 +5~ = 360° gilt, kann nicht & 3/9 =a” =90° sein. Daher gilt
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Aus (2)

sinet + sinﬁ + siny < 3. (3)
und (3) ergibt sich die Beziehung ur < 3R oder

R> ﬁ}'y—

Fall 2:

b)

M liege auRerhalb des Dreiecks ABC. Dann gilt fiir die
Fldcheninhalte F, Fl’ F2, F3 der Dreiecke ABC, AMB, CMB,
AMC bei geeigneter Reihenfolge der Bezeichnungen A, B, C
die Beziehung
F = F1 + F2 - F3' (1')

Sind OL,IQ die GrdRen der Winkel =9= AMB, <xT BMC, so gilt
Fy =—;—R2 sin & F, =%R2 sinﬂ > Fs =%R2 sin (o(.+/ﬁ).
Aus (1') ergibt sich dann unter Berlicksichtigung dieser
Beziehungen und F = % 5,500

ur-=R° (s:mo(.+s1n/8 - sin (OC+/3)) 21
Nun gilt sine¢ S 1, 81nﬁ S, s1n(°(+ ) £ - 1,
und dabei, da o(und/‘f zwischen 0° und 180° llegen, die
Gleichheitszeichen nur in den Fillen & = 90 bzw.
/8 = 90° bzw. o +/3 = 270°. Da diese drei Beziehungen
nicht gleichzeitig erfiillt sein k&nnen, folgt

sin o + sinﬁ—sin(o(,+/3)<3. (CH9)
Aus (2') und_(3') ergibt sich die Beziehung u r <3 R®

oder R>? y T

M liege o0.B.d.A. auf der Seite AC des Dreiecks, d. h. das
Dreieck ABC habe bei B einen rechten Winkel. Dann gilt fiir
die Fl&cheninhalte F, F F2 der Dreiecke ABC, AMB, BMC
die Beziehung

1’

- "
F = F1 + F2. (el
Es gilt einerseits F = % u r und andererseits
F, = % R® sinel , F, = % R® sin , wobei OC,/g die GréRen

der Winkel <JU AMB,<<I_ BMC sind. Aus (1") ergibt sich
daher unter Beriicksichtigung dieser Beziehungen und wegen
sin &S 1, sin/8 € 1 die Beziehung ur ¥ 2 R® oder

R 2 ]% VTI"‘ (Bei einem gleichschenklig-rechtwinkligen
Dreieck gilt dabei das Gleichheitszeichen.)
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171236A) Ldsung: 7 Punkte

a) Es sei f eine in R stetige Funktion mit der Eigenschaft (1).
Flir jede reelle Zahl x und jede natlirliche Zahl k gilt dann

i A
f(xn ) = £(x); denn fir k = O ist dies richtig, und gilt es
fir ein k, so folgt

k+1 k k
£(x" ) = 2™ = £(x™ ) = £(x).

Es sei f (0) = c gesetzt.

k
I.) Fir jedes x mit -1 < x < 1 gilt 1lim x® = 0. Da f an der
k-»-co
k
Stelle O stetig ist, folgt hieraus lim f£(x" ) = f (0) = c.

k k- @
Da aber alle f(x" ) = f(x) sind, besagt dies f(x) = c.
II.) Da f an der Stelle 1 stetig ist, strebt f(x) gegen f£(1),
wenn x von unten her gegen 1 strebt. Nach (I) folgt daher
s7((alo) B4 @i
III.) Entsprechend erh&lt man f(-1) = c, indem man x von oben
her gegen -1 streben 14Rt.

k
IV.) Fir jedes x > 1 werde a, = nj/r;‘gesetzt. Dann gilt

k
f(ak) = f(a; ) = £ (x) flir alle k. Andererseits ist
1lim ay = 1, also, da f an der Stelle 1 stetig ist,
k=»00
1im = = i i =
ol f(ak) A (5) c. Somit ist f(x) c.

V.) Ist n gerade, so gilt fir jedes x < -1 zunfchst x" > 1 und
daher nach (IV) f(x) = £(x™) = c. :

k
VI.) Ist n ungerade, so werde fir jedes x < -1 zunichst a, = Jn\/ﬁa

k
gesetzt. Dann gilt aﬁ = - lxl = x, also f(ak) = f(x) fir
alle k. Andererseits ist 1lim a, = -1, und es folgt
k => o0
f(x) = 1lim f(ak) = £(=-1) = c.

k-=00

Nach I.) bis VI.) k&nnen nur konstante Funktionen die geforderten

Eigenschaften haben. In der Tat ist jede konstante Funktion ste-

tig und erfiillt (1). Also sind die in a) gesuchten Funktionen genau

alle konstanten Funktionen.

b) Eine in R definierte und unstetige Funktion f, die die Eigen-
schaft (1) hat, ist z. B. durch



TN/ D T

Pl & 1. fir x = -0
0 ftir x #.0

definiert; denn flir x = 0 ist X7 = x, also f(xn) =0 £ix), und
fiir jedes x # O ist auch x" ¢ 0, also £(x™) = 0 = f(x), und es
gilt lim f(x) = 0 # £(0), also ist f an der Stelle O unstetig.

X =>- 0
171236B) Lésung: 7 Punkte
Es sei [nx] = Gund [x] = g. Dann ist G Snx< G+ 1 und

ng = nx < ng + n, woraus ng < G + 1, also wegen der Ganzzahlig-
keit von ng und G weiter ng b G < ng + n folgt. Setzen wir
ng +n-G=d, so ergibt sich 0 < a-$ n. Unter den Summanden

o

(1 =0y ..., n'= 1) sind

(1) genau d Summanden mit 0 § i <d und

(2) genau n - d Summanden mit 4 ¥ i < n.

< nx + 1 < G+1+i<€G+ 4d

Fiir die Summanden (1) ist g 2 = = Tinma s nouget 1,
also [25—%—3] = 8.
Fir die Summanden (2) ist g + 1 = ¢ ; 258 ; i¢ ; L<g+ 2,
AN [Ez_t_l] Nl

n
Daher gilt:

[x] + [& + %] S g o [x L ; H = ag + (n-a) (g+1)

=ng+n-d=0G = ﬁuﬂ



