XVI. Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik
2. Stufe (Kreisolympiade)
Olympiadeklasse 10

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, miissen alle ver-
wendeten Aussagen prdzise formuliert und bewiesen wer—
den. Der Lisungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen,
Konstruktionen, Hilfslinien) muB8 deutlich erkemnbar
sein. Die Gedankenginge und Schliisse sind in logisch
und grammatisch einwandfreien Sitzen darzulegen.

161021

2 S
Es sei q eine ganze Zahl. Beweisen Sie, daB dann 3——5—9 eben~
falls eine ganze Zghl ist!

161022

Von einem rechtwinkligen Dreieck ABC, in dem CD die Hohe auf der
Hypotenuse ist, seien die Kathetenlinge b = AC = 4 cm, und die
Lénge p = BD = 1,8 cm gegeben.

Man berechne die Léngen der restlichen Seiten des Dreiecks, die
Hohenlénge TD = h und die Linge q = AD.

161023
In der Aufgabe
LQTTQ
+ TQTQ
SPIEL

sollen gleiche Buchstaben durch gleiche Ziffern und ungleiche
Buchstaben durch ungleiche Ziffern ersetzt werden, so daB8 eine
im dekadischen Zahlensystem richtig gerechnete Additionsaufgabe
entsteht.

Ermitteln Sie alle Moglichkeiten fiir eine solche Ersetzung!
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161024

Gegeben sei ein Wiirfel ABCDEFGH (s. Abb. A 1024).

Man ermittle alle verschiedenen Streckenziige, die lediglich aus

Wirfelkanten zusammengesetzt sind und folgende Eigenschaften

haben:

1. Der Streckenzug beginnt und endet im Punkt A.

2. Bei einmaligem Durchlaufen des Streckenzuges wird jeder Eck=-
punkt eines Wiirfels genau einmal erreicht,

Dabei gelten zwei Streckenziige genau dann als verschieden, wenn

eg eine VWiirfelkante gibt, die in einem der beiden Streckenszlige

vorkommt, in dem anderen aber nicht. Insbesondere gelten Sirek-

kenziige, die sich nur in der Durchlaufungsrichtung unterschei-

den, nicht als verschieden.
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L 10 XVI. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
2. Stufe (Kreisolympiade)

Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 10

Achtung; Die Bemerkungen im Vorspann zu den Losungen fiir die
1. Stufe gelten auch fiir die 2. Stufe.

61021) Los H Punkte

BEs gilt q3 - q=a(a® - 1) = qlqg - 1)(q + 1).
Von den drei aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen q - 1, q, q + 1
ist stets eine durch 2 und eine durch 3 teilbar. Mithin ist ihr

B
Produkt q> - q dureh 6 teilbar, d. h. 34—z ist eine ganze
Zahlc
161022) Losungs 11_Punkte

Fiir die gesuchten Lingen a = BC, ¢ = &B, h, q gilt

(&) ol + b° = 0? (nach dem Satz des Pythagoras),
(2) cq = b° (nach dem Kathetensatz),

(3 pq = h (nach dem Hohensatz),

(4) p+q =c¢ (da D auf AB liegt).

Aus (2), (4) folgt

q2 + pq = b2 = 0, Fiir die MaBzahl x der in cm gemessenen Lidnge q
gilt daher x2 +1,8x - 16 = 0 sowie x > 0O,

Da die quadratische Gleichung genau die Ldsungen

X2 09 40,81 + 16 = - 0,9 £ 4,1 hat, folgt q = 3,2 cm.
Hieraus und aus (4) erhdlt man ¢ = (3,2 + 1,8)cm = 5 cm.

Aus (1) und a > O folgt hiernach a = Y25 - 16 cm = 3 com;

aus (3) und h >0 folgt h =71,83,2 cm = 2,4 cm.
161023) Idsung: ‘ 11_Punkte

1) Angenommen, eine Ersetzung habe die verlangten Eigenschaften.
Die Spalten seien von rechts nach links mit 1 bis 5 numeriert.
Wegen L # S folgt aus Spalte 5
(1)L +1=58
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5L 10
und damit aus Spalte 4 zundchst
(2) @ +T29.

Wire nun T 2 5, so ergdbe sich aus Spalte 2 ein Zehneriibertrag,
alsowsgen (2) auch aus Spalte 3, und aus den Spalten 3 und 4
folgte I = P,

Also ist

(3) T4,

in Spalte 2 entsteht kein Zehneriibertrag; wegen I # P mu8 folg-
lich in Spalte 3 ein Ubertrag entstehen, d. h., es gilt sogar
(2a) @ + T 2 10,

wegen (3) also

(4) Q2 6.

Daher verbleiben nur folgende Moglichkeiten:

a) Es ist Q = 9; dann folgt (aus Spalte 1) L = 8 und wegen (1)
S = 9. Wegen Q # S ist dies ein Widerspruch.

8; dann folgt (aus Spalte 1) L = 6 und wegen (1)
S = 7. Wegen (2a) und (3) gibt es nur die
Moglichkeiten T = 2 odexr T = 3 oder T = 4,
Ist T = 2, denn folgt E =5, I =0, P = 1.

.Ist T = 3, dann folgt E = 7, im Widerspruch
zu S = T,
Ist T = 4, dann folgt E = 9, I =2, P = 3.

7; dann folgt (aus Spalte 1) L = 4 und wegen (1)
S = 5., Wegen (2a) und (3) gibt es nur die
Moglichkeiten T = 3 oder T = 4., Davon schei-
det T = 4 wegen L = 4 aus, und ist T = 3,
dann folgt E = 7, im Widerspruch zu Q = T. !

d) Es ist Q = 6; dann folgt (aus Spalte 1) L = 2 und wegen (1)

S = 3. Wegen (2a) und (3) kann nur noch T = 4
gelten, dann folgt E = 9, I =0, P = 1,

b) Es ist Q

c) Es ist @

Daher kSumnen nur die Ersetzungen

68228 68448 26446
+ 2828 + 4848 + 4646
71056 73296 31092

die geforderten Eigenschaften haben.
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2) Sie haben diese Ligenschaften; denn in jeder von ihnen wurden
fir L, Q, Ty S, P, I, E verschiedene Ziffern eingesetzt, und
es ist jeweils eine im dekadischen Zahlensystem richtig ge-
rechnete Additionsaufgabe entstanden.

161024) Los : 11 _Punkte

Jeder der gesuchten Streckenziige muB genau zwei von A ausgehende

Wirfelkanten enthalten, also genau zwei der drei Kanten AB, AD,

AE. Die Durchlaufung kann so gewdhlt werden, daB er entweder

mit AB oder mit AD beginnt.

1. Beginnt er mit AB, so kann er nur mit einer der iibrigen beiden
von B ausgehenden Viirfelkanten fortgesetzt werden, also ent-
weder als ABC oder als ABF.

1.1 Nach der Fortsetzung ABC verbleiben ebenso nur die Moglich-
keiten ABCD und ABCG.

1.1.1 Bei dexr Wahl von ABCD gibt es sowohl von A als auch von D
aus nur noch je eine Moglichkeit der Weiterfiihrung, nim-
lich zu E bzw. H hin. Von diesen beiden Punkten verbleibt
wiederum nur noch je eine Moglichkeit, ndmlich zu F bzw. G
hin. Dann sind alle Punkte erfsBt, und der Streckenzug

kann nur noch durch die Strecke FG H G

geschlossen werden. Also gibt es im E s

Fall 1.1.1 nur die Moglichkeit

ABCDHGFE 4 ;fézzjyc
§ A B

Abb, L 1024 a
1.1.2 Angenommen, bei der Wahl von ABCG ktnnte auf G nun H fol-
gen. Dann gibe es, um iiber einen noch nicht erfaBten
Punkt zu F zu gelangen, nur die Fortsetzung ABCGHEF, und
der nun noch verbleibende Punkt D lieBe sich nur auf dem -«

Wege iiber einen bereits erfaBten H G
Punkt erreichen,da F und D nicht E4
Endpunkte einer gemeinsamen Wiir-

felkante sind. Wegen dieses Wi- ¢
derspruches kann auf ABCG nur F A B
folgen, und als einzige Moglich~- Abb., L 1024 b

keit der Fortsetzung schlieBt sich an:
ABCGFEHDA
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1.2 Nach der Fortsetzung ABF verbleiben nur die Moglichkeiten

ABFE, ABFG. H G
o A
1.2.1 Zu ABFE existiert wie in &
T¢1.1 nur die Fortsetzung D 3
ABFEHGCDA R
Abb. L 1024 ¢
1.2.2 Zu ABFG existiert mit ana- H G
loger Begriindung wie in £ . il
1.1+2 nur die Fortsetzung D
ABFGCDEHE A 5

A B
Abb. L 1024 4

2. Beginnt der Streckenzug mit AD, so kann er nur als ADC oder
ADH fortgesetzt werden.

2.1 Nach ADC gibt es nur die Fortsetzungen ADCB und ADCG. Zu je-
der von ihnen existiert wie in 1.1.1 bzwe 1.1.2 nur eine
Weiterfilhrung. Da ein mit ADCG be~-

ginnender Streckenzug bereits in v H G
1,201 vorkommt, verbleibt auBler
ihm nur die Weiterfiihrung von G
ADCB, d. i.: 2 X
ADCBFGHEA ‘' Abb. L 1024
2.2 Nach ADH gibt es nur ADHE und ADHG H G
und dazu wieder nur je eine Wei- E 3
terfilhrung. Davon kommt ADHE be- [
reits in 1.1.2 vor, und es ver- D ¢
bleibt nur ; A B
ADHGCBPFE A, Abb. L 1024 £

Damit ist gezeigt, daB nur die sechs aufgezihlten Streckenziige den
Forderungen der Aufgabe geniigen konnen. Sie erfiillen in der Tat
diese.Forderungen; denn jeder enthdélt jede der Wiirfelecken genau
einmal, beginnt und endet mit A und verlduft nur lédngs der Wiir-
felkanten. Fermer sind die Streckenziige sédmtlich verschieden
voneinander, wie folgende Tabelle ausweist. Darin ist zu je

zwel der genannten Streckenziige eine Wiirfelkante angegeben, die

in dem einen Streckenzug vorkommt, in dem anderen aber nicht.
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1.1.2 1.2.1 Te2s2: 2 2.2
CD BC BC AB AB
BC BC AB AB

FE AB AB

AB AB

DC




