A v/a25T XV, Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklassen 11/12 - 1. Tag -

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, miissen alle
verwendeten Aussagen prizise formuliert und bewiesen
werden. Der Losungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen,
Konstruktionen, Hilfslinien) muB8 deutlich erkennbar
sein. Die Gedankengiénge und Schliisse sind in logisch
und grammatisch einwandfreien Sétzen darzulegen.

151231

Jemand 18ste eine Divisionsaufgabe A; bei dieser war eine natiir-
liche Zahl, die (in dekadischer Darstellung) mit fiinf gleichen
Ziifern geschrieben wird, durch eine vierstellige natiirliche
Zahl, die (in dekadischer Darstellung) mit vier gleichen Zif-
fern geschrieben wird, zu dividieren. Bei dieser Division ergab
sich die Zahl 16 und ein gewisser Rest. AnschiieBend bildete
Jjemand aus dieser Aufgabe A eine neue Divisionsaufgabe A', indem
er sowohl im Dividenden als auch im Divisor je eine Ziffer weg-
fallen lieB, Bei der Division der so erhaltenen Zahlen ergab
sich wieder die Zahl 16 sowie ein um 2000 kleinerer Rest als

bei der Aufgabe A.

Man nenne (durch Angabe von Dividend und Divisoxr) alle Divisions-
aufgaben A, die diese Eigenschaft aufweisen.

151232
Ist M eine Menge von reellen Zahlen, so soll eine reelle Zahl e # 0
aus dieser Menge als eine "Einheit von M" bezeichnet werden, wenn
fiir jedes Element x gus M die Beziehung

T €M gilt.

(So besitzt z. B. die Menge aller ganzen Zahlen nur die Einhei-
ten +1 und -1, wédhrend z. B. in der Menge aller rationalen Zah-
len jedes von O verschiedene Element eine Einheit ist) °
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Es sei nun M die Menge aller Zahlen a + b'V 2 , wobei a und b
beliebige ganze Zahlen sind. In dieser Menge sind z. B, +1
und -1 Einheiten,

a) Man gebe noch 5 weitere Einheiten von M an.

b) Man beweise, daB8 M unendlich viele verschiedene Einheiten
enthélt.

151233

Es seien A1A2, B1Bz, 0102 drei voneinander verschiedene parallel
Sehnen eines Kreises k., Ferner seien X bzw. Y bzw., Z die zu A2
bzw. B, bzw. C, bezliglich der Mittelpunkte der Sehnen B1C1, bzw.
C1A1 bzw. A1B1 symmetrisch liegenden Punkte,

Man beweise, da8 X, Y und Z auf ein und derselben Geraden liegen,



A 11/12;11 XV, Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklassen 11/12 -2, Tag -

151234

Definitions: Eine gebrochene rationale Funktion f heiBt echt ge~
brochen, wenn sie sich in ihrem Definitionsbereich in der Form

£(x) = L& 54

v (x)
(x) = amxm + oeee + 81X + a3 a; # 0
v(x) = bnxn + o0 + b1x + bo; b, # 0 und m<n

darstellen 1H3%t, .
Es ist zu untersuchen, ob die Summe zweier echt gebrochener ra-
tionaler Funktionen wieder eine echt gebrochene rationale Funk-

tion ist, wenn die Summe von‘.}Funktion 0@ %{%} mit

u(x) = amxm + e.otag, allea = ... = a, = 0)

verschieden ist.

151235

In der Ebene mdgen n Punkte (n 2 4) so gelegen sein, daB je vier
von ihnen Eckpunkte eines nichtentarteten konvexen Vierecks
sind. Man beweise, daB dann alle n Punkte Eckpunkte eines kon-
vexen n-Ecks sind. ‘

Von den folgenden Aufgaben 1236 A und 1236 B ist genau eine
“uszuwéhlen und zu losen:

151236 A

Gegeben seien n Punkte einer Ebene (n>> 0), von denen keine drei
auf derselben. Geraden liegen., Die n Punkte sollen durch Strecken
so miteinander verbunden werden, daB es keine drei Punkte gibt,
von denen jeder mit jedem der anderen beiden verbunden ist.

Man zeige, daB unter diesen Bedingungen fur‘die Anzahl z, der

n

T

7z S

v

Verbindungsstrecken 2
[ ] gilt.,
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2
Man zeige ferner, da8 sich unter Beachtung der Bedingungen[:%%]
Verbindungssirecken finden lassen.

Anmerkung: Mit [x] sei die grtBte ganze Zahl bezeichnet, die
nicht groBer als x ist.

151236 B

Es seien P(x) ein Polynom mit reellemn Koeffizienten und p, q,
r, 8 reelle Zahlen, fiir die p # q gelte., Bei der Division die-
ses Polynoms durch (x - p) ergebe sich als Rest die Zahl r,
bei der Division des gleichen Polynoms durch (x - q) als

Rest die Zahl s,

Welcher Rest ergibt sich unter diesen Voraussetzungen bei der
Division des Polynoms P(x) durch (x-p)(x-q)?



L 11/12;1 XV, Olympiade Junger Mathematiker der DDR

3. Stufe (Bezirksolympiade)
Losungen und Punktbewertung

Olympiadeklassen 11 und 12 -1, Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Losungen fiir die

1. Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe.

151231) Lésungs 5 Punkte
I. Angenommen, fiir Ziffern a und b habe die Aufgabe A mit

II.

dem aus 5 Ziffern a gebildeten Dividenden x und dem aus
4 Ziffern b gebildeten Divisor y die verlangten Eigen-

schaften, Dann gilt

X = 111112 und y = 1111b, wobei a und b natiirliche Zahlen
mit 1 ¥ a3 9und 15 b T 9 sind. Ferner gilt damn

(1) 111112 = 16 « 1111b + r,
wobei r eine natiirliche Zahl mit r < y ist, und

(2) 1111a = 16 ¢ 111b + r - 2000.

Aus (1) und (2) ergibt sich durch Subtraktion

10000a = 16000b + 2000 bzw. 5a = 8b + 1.

Da 8b + 1 eine ungerade Zahl ist und 1 € a g9 gilt, folgt
hieraus, da8 a nur eine der Zahlen 1, 3, 5, 7'oder 9. sein
kann.. Nun 1&8% das Fiinffache der Zahlen 1, 3, 7 und 9 bei
Division durch 8 den Rest 5, 7, 3 bzw. 5, ist also mit
keiner natiirlichen Zahl b von der Form 8b + 1.

Flir a = 5 ergibt sich b = 3.
Daher kann A nur mit den Zahlen x = 55555 und y = 3333 als
Dividend bzw. Divisor die geforderten Eigenschaften haben.

In der Tat hat diese Aufgabe A die verlangten Eigenschaften;
denn es gilt 55555 = 16 ¢ 3333 + 2227
und 5555 = 16 < 333 + 227.
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151232) Losung: 7 Punkte
a) Fiir zwei Zahlen a + bY 2 und ¢ + dy 2 aus M gilt:
Ist ¢ - 2a% 4 0, also c + Y 2 # 0, so ist
R
E%.:_QE% + 2%—:-§§2f§ offensichtlich dann Element

- 24 c
2

Nun ist

- 2d2 = +1 oder 02 - 2d2

2

von M, wenn c = -1 ist, d. h.

jedes Element ¢ + dyY 2 aus M mit ¢ £

¢ - 242

- 24" = +1 bzw.

= =1 ist Einheit von M.

Durch Probieren findet man z. B.:

e, =1 +V2 ; e, = 1-Y2 ; e3=-1+1/—2-';e3=-1-—1r§';
e5 = 3 + 2Y z .

Flir den in b) geforderten Nachweis gibt es verschiedene Mog~
lichkeiten,z. B. die folgende:

Fiir jede ganze Zahl n 2 1 ist e? eine Einheit. Beweis:
Flir n = 1 wurde dies in a) bewiesen. Trifft es fiir ein
gewisses n 21 zu, dann gilt fiir jedes x € M die Be-

ziehung—% € M und daher, weil €4 Einheit ist, auch die

1 .x_n
e
. 1 . n+1
Beziehung —=— = € M, d. h, dann ist auch e
e111+’| e, 2 1
Einheit.

Wegen e, > 1 gilt nun e,< 63 < €2 < ... . Daher sind die
e? (n=1, 2, ...) unendlich viele verschiedene Einheiten

von M.

151233) Losungs 8 Punkte

Es sei M der Mittelpunkt des Kreises k. Da X der zu A, beziig-
lich des Mittelpunktes von B1C1symmetrisch liegende Punkt ist,
gilt

o+ VA, MA, = lTII'BT + m’{ bzw.
il = WE, + MC, - WA. (1)

2
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Entsprechend gilt:
W= EKT + EGT - ﬂﬁ; s (2)
WZ = WE] + WAT - EU; 2 (3)
Aus (1) und (2) ergibt sich:
W= - W= (W8, + M) - (W, + WAY)
o A - ) ] .
Da | WH|= |¥B;|baw. | W%|= |WH; |ist, stent der Vektor
%(M.'BT + Hﬁ;} senkrecht auf F{B;. bzw. der Vektor %(m'; 3 m;)
senkrecht auf X, X,. Mithin steht der Vektor YX senkrecht

auf TLy, BBy und TT5.

Entesprechend 1Bt sich zeigen, daB der Vektor YZ senkrecht auf
I1K5, 5132 und C1C2 steht.

Folglich liegen die Punkte X, Y und Z auf ein und derselben
Geraden.

Abb. L 1233
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3. Stufe (Bezirksolympiade)
Losungen und Punktbewertung

Olympiadeklassen 11/12 - 2, Teg -

151234) Losung: Punkte

Es seien f1 und f2 zwei echt gebrochene rationasle Funktionen, die
u, (x) u, (x)
durch f1(x) = V;TET bzw. fa(x) = V;TET mit Polynomen ui(x), vi(x)

der Grade m; bzw. ny (i =1, 2) definiert sind.

Dann ist die Summe von f;, und f, definiert durch
u1(x) . vz(x) + ua(x) . v1(x)

i £ =
1(!) o7 z(x) v, e vz(x)

Dabei sind v1(x) . vz(x), u1(x) . v2(x), uz(x) . v1(x) Polynome

der Grade ngy + ny, my + ny bzw, my + Mg Somit hat das (voraus-
setzungsgemi von 0 verschiedene) Polynom u1(x) . vz(x) + u2(x)-v1(x)
ale Grad eine Zahl g, fiir die (mindestens) eine der Ungleichungen

g s m; + Ny, g% my, + n, gilt, Wegen m; < n; und my <n, gilt da-
her jedenfalls g < n, + n,, also ist die Summe von f1 und f2

eine echt gebrochene rationale Funktion.

151235) Losung: 7 Punkte

(Beweis durch vollsténdige Induktion)

Fiir n = 4 ist die Richtigkeit der Behauptung in der Aufgaben-
stellung vorausgesetzt. Unter der Voraussetzung, die Behauptung
gelte (mit einer Zahl k 2 4) fiir kX Punkte, wird gezeigt, daB

sie dann auch fiir k + 1 Punkte wahr ist.

Gegeben sei eine Menge von k + 1 Punkten, von denen je vier

die Eckpunkte eines nichtentarteten konvexen Vierecks dar-
stellen. Greift man aus dieser Menge einen beliebigen Punkt P
heraus, so bilden die restlichen k Punkte auf Grund der Induk-
tionsvoraussetzung die Eckpunkte eines konvexen k-Ecks P1P2...Pk.
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1, Fall: Angenommen, P liegt im Innern oder auf dem Rand von
P1P2... Pk. Dann wird das k-Eck mit Hilfe von Diagonalen durch
einen Eckpunkt, o0.B.d.A. durch P,, in Dreiecke P1Pum+1 (1< m<k)
zerlegt. Dann existiert ein m' (1<m'<k), so daB P im Innern
oder auf dem Rand des Dreiecks P1Pm, (L liegt. Die Punkte 195
P1,Pm,, m'+q ®ind dann nieht Eckpunkte eines nicht entarteten

konvexen Vierecks, also ist in diesem Fall die Voraussetzung
der Aufgabenstellung nicht erfiilllt, dieser Fall kann daher
nicht eintreten,

2. Falls P liegt auBerhalb des k-Ecks PiPye.. Py

Jede durch eine Seite Pum+1.des k-Ecks (O a n<k, P, = Pk und

Pk+1 = P1 gesetzt) verlaufende Gerade teilt die Ebene in zwei

Halbebenen. In der einen Halbebene liegt das k-Eck; in der

anderen Halbebene begrenzen Pum+1 und die Strahlen aus Pm_1

durch Pm und aus Pm+2 durch Pm+1 eine Fléche Fm.

Man kann nun gzeigen, da8 P nicht auBerhalb aller k Flichen
Fe’ F1...., Fk-1 und auch nicht auf einem ihrer Rénder liegen

kann, weil dann die Voraussetzung, da8 je vier Punkte die Ecken
eines nichtentarteten konvexen Vierecks sein sollen, verletzt
wére. Dabei ist es iibrigens unwesentlich, ob sich die Strahlen
aus P . durch P und aus P2 durch Ppyq 1n der das k-Eck

nicht enthaltenden Halbebene schneiden oder nicht (Abb., L 1235),
Fir allem = 0, 1, ..., k=1 gilt némlichfolgende Uberlegung:

Ldge P (etwa wie PI in Abb. L 1235) auf der anderen Seite
der Geraden durch Ppoq und P wie F,» so widre das Viereck

ganmPIPm+1 nicht konvex, weil es bei Pm eine einspringende

Ecke hétte, liége aber P (etwa wie PII in Abb, L 1235) auf der
anderen Seite der Geraden durch Pm+2 und Per1 wie F,» 80 wire
Qnalog beim Viereck PmPIIPm+1Pm+2 die Ecke bei Pm+1 einspringend.

Lége schlieBlich P auf einer der beiden Geraden durch Pm_1 und

Pm oder durch Pm+2 und Pm+1, 80 l&gen auf dieser drei der gege-

benen Punkte, so daB eines der genannten Vierecke in ein Dreieck
entarten wiirde, im Widerspruch zur Voraussetzung.

2
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Somit mu8 P. im Innern einer der Fliéchen F‘ liegen.

Durch Entfernung der Strecke PyPp,q 8us der Figur und Hingu-
fligung der Strecken P, P und PP.+1 geht das konvexe k-Eck
P1P2...Pk in das konvexe (k+1)-Eck P1P2...PmPPi+1...Pk tiber;

denn jeder der drei (k+1)-Eckswinkel bei Py, P und Pn+1 ist klei-

ner als 180°.
Damit ist der Beweis vollendet.

Abb. L 1235
1512364) Losungs 8 Punkte

Beweis mit Hilfe der vollsténdigen Induktion, getrennt fiir
gerade bzw. ungerade ng

a) Es sei n = 2k (k ® 1, natiirliche Zahl),
Fir k = 1 ilt]otfonbar Zv = 0 oder Z, =1, also gilt

n,51. |F
Angenommen, die Aussage sei fiir alle geraden n < 2k be-~
wiesen.

Wir zeigen, daB sie dan. auch fiir n = 2k + 2 gilt.

Es werden dazu n = 2k + 2 Punkte betrachtet, die den in der
Aufgabe gegebenen Bedingungen gentigen.
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Fiir Zv = 0 gilt die Behauptung

zv =g offenbar.

Fiir Zv:> 0 gibt es unter den n Punkten zwei Punkte, etwa P1 und
P,, die durch eine Strecke miteinander verbunden sind., Nun gilt
nach Induktionsvoraussetzung fiir die restlichen 2k Punkte
Traiz2
< §2k2] = k2.

4
Unter diesen 2k Punkten gibt es keinen, der gleichzeitig sowohl
mit P1 als auch mit P, verbunden sein kann, da es sonst entge-
gen der Voraussetzung drei Punkte gébe, von denen jeder mit
jedem verbunden wire,

Z,

Wenn daher P, mit m der 2k Punkte (0 S m § 2k) verbunden wird,
dann kann P2 hochstens mit 2k -~ m der 2k Punkte verbunden werden,

Also gilt:s 5
/4
Z, H Z,, +m+ (2k - m) + 15 k2 + 2k + 1 = {42k4+ 2 ] 5

b) Es sei n = 2k - 1 (k £ 1, natiirliche Zahl).
Pir k = 1 ist Z_ = 0 und damit zv-[}] :

Ee sei nun die Aussage fiir alle ungeraden n § 2k - 1 bewiesen

(kx 2 1), _

Wir zeigen, daB sie dann auch fiir n = 2k + 1 gilt,

Fiir Zv = 0 ist, wie gezeigt wurde, die Behauptung richtig.
Fiir zv> 0 gilt analog wie bei a) mit 0 S m § 2k - 1

3
zvizv.+m+(2k-1-m)+15[2""1 ]+2k=k2-k+2k

2
_k2+k=[2kf1}.

c) Es bleibt nun noch zu zeigen, daB sich fiir alle n> 0 stets
2 g
5enau[51 Verbindungsstrecken der n Punkte unter Beachtung der

Bedingungen der Aufgabe finden lassen.

Es sei n = 2k (k 2 1, natiirliche Zahl). Dann denke men sich die Menge
ler 2k Punkte so in zwei disjunkte Mengen M1 und M2 aufgeteilt, daB

Jede der beiden Mengen genau k Punkte enth&lt.
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Jeder Punkt aus M1 sei mit jedem der Punkte aus M2 verbunden.
Innerhalb von M1 bzw, M2 sei keiner der Punkte mit
einem anderen verbunden. v
Dann gibt es keine drei Punkte, von denen jeder mit jedem ver-
bunden ist, und es gil[:

2 _(2_1;_&] )

Z,=k + k =k =
Es sei n = 2k - 1 (k € 1, natiirliche Zahl).

Analog sieht man, daB8 jede Einteilung der Menge der 2k-1Punkte in zwei
disjunkte Mengen M1 und M2, von denen M1'genau k=1 Punkte und

M2 genau k Punkte enthélt, wobei wiederum jeder Punkt aus M1

mit jedem Punkt aus M2 verbunden sei und keine weiteren Verbin-
dungsstrecken existieren, das Verlangte leistet.

Es gilt nédmlich in diesem Fallie 5
2,
I & i -k = A -4k | (Pk - 1)
Zy = (=1)k = ¥ -k = H 2 [ .

151236B) Losung: 8 Punkte

Bei der Division eines beliebigen Polynoms P(x) durch das
Binom (x - &), wobei a eine beliebige reelle Zahl ist, ist der
sich ergebende Rest gleich dem Wert des Polynoms P(x) an der
Stelle x = a, d. h. gleich P(a).

Beweis: Da (x - a) ein Polynom ersten Grades ist, muB der sich
ergebende Rest eine reelle Konstante sein., Ist ¢ diese Kon-
stante, so gibt es ein Polynom Q(x) derart, daB gilt:

P(x) = (x - a)Q(x) + c. (1

Diese Beziehung muBl fiir jede reelle Zahl x eine wahre Aussage
liefern, als auch fiir x = a, Setzt man x = a in (1) ein, so
erhélt man P(a) = ¢, WezZ.b.W.,

Da (x - p)(x - q) ein Polynom zweiten Grades darstellt, ist der
Rest bei der Division von P(x) durch (x - p)(x - q) in der Form
R(x) = mx + n darstellbar, wobei m und n reelle Zahlen sind.
Dann gibt es ein Polynom Q(x) derart, daB gilt

P(x) = (x - p)(x - q)Q(x) + mx + n. 2)
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Umn die reellen Zahlen m und n zu ermitteln, setzt man in (2)
der Reihe nach x = p und x = q ein. Man erh#lt:

P(p) = mp + n,
P(q) = mq + n.

Nach dem oben bewiesenen Satz gilt nun andererseits laut
Aufgabes

P(p) = r und P(q) = s.

Daher ist
mp + n=r,
mq + n = 8,

Wegen p # q erhdlt man hieraus

e ) n=R8 = gar
DE=HqFR* P-q

Das Polynom P(x) 1&B8t bei Division durch (x - p)(x - q) mithin
den Rest

RGx) = £28x . Bo-ar




