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Achtungs Bis auf solche Fakften, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, miissen alle ver-
wendeten Aussagen prézise formuliert und bewiesen wer=-
den. Der Losungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen,
Konstruktionen, Hilfslinien) mu8 deutlich erkennbar
sein, Die Gédankengange und Schliigsse sind in logisch
und grammatisch einwandfreien S#tzen darzulegen.

151221

a) Man untersuche, ob es natlirliche Zahlen n derart gibt, daB in
der nach dem binomischen Lehrsatz gebildeten Entwicklung

n

(a+b)? = o 8 + c1an"1!,s+ r.-.ztan"2 b2 4 ees 4 cnbn (%)

die Koeffizienten Cos Cq9 Cp die Summe 6, * &4 +0, = 79
haben, Gibt es solche Zahlen n, so ermititle man sie,

b) Man untersuche, ob es natiirliche Zahlen n derart gibt, das
sus (¥ ) durch die Ersetzung a = x°, b = % eine Entwicklung
k ‘k1 k2 kn

(2 + 1)n PR Thad T L BE R0 S E AP PR
x o 1 2 n

entsteht, in der einer der Exponenten den Wert k1 = 0 hat,
do he in der ein von x freies Glied vorkommt., Gibt es solche
Zahlen, so ermittle man sie,

) Man ermittle alle natiirlichen Zahlen n, die sowohl die in a)
als auch die in b) angegebene Bedingung erfiillen.

151222

Gegeben sel eine Pyramide, deren Grundfliche ein Rechteck mit dem
Flécheninhalt Q ist. Zwei der Seitenfliichen stehen senkrecht auf

der Grundflédche; die zwei restlichen schlieBen mit der Grundflé-

che Winkel der GritBe u‘bzwafg ein,

Mean ermittle das Volumen der Pyramide in Abhiéingigkeit von Q,

oL und/é'.
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151223

Die Forschungsabteilungen zweier volkseigener Betriebe sollen
zu einer gemeinsamen Beratung genau je sechs Mitarbeiter dele=- '
gleren, An der Beratung sollen insgesamt 6 Mathematiker und

6 Ingenisure teilnehmen. In der Forschungsabteilung des einen
Betriebes arbeiten 5 Mathematiker und 7 Ingenieure, in der des
anderen 7 Mathematiker und 5 Ingenieure.

Man ermittle die Anzahl aller mbglichen personellen Zusammen=
setzungen der Beratung unter den angegebenen Bedingungen.

151224

Men ermittle alle Tripel (x, ¥, 2) reeller Zahlen, fiir die das
Gleichungssystem

(1) x+y+2z=a

(2) x° + y2 + 2% = af

(3) = + y3 +2° = a’

erfiillt ist, wobei & eine reelle Zahl ist.



L 11/12 XV, Olympliade Junger Mathematiker der DDR
2. Stufe (Kreisolympiade)
Lis en d tbewert

Olympiadeklassen 11 und 12
Achtungs Die Bemerkungen im Vorspann zu den LYsungen fiir die
1o Stufe gelten auch fiir die 2, Stufe,
151221) Lisung: 8 Punkte
a) Angenommen, es gibt eine natiirliche Zahl n, fiir die
ey + ¢4 + Cy = 79 gilt, Dann gilt

(8) & (?) + (g) =14+n+ 515-5—11 = 79, woraus man

n? +n = 156 = 0, also als einzige Miglichkeit n = 12 erhiilt,

da die zweite Lisung n = =13 dieser Gleichung keine natiir=-
liche Zahl ist.

Tatséichlich gilt
B+ (D e (D a1 vz Bl og,

Also hat genau n = 12 die verlangte Eigenschaft,.
b) Fir alle 1 (i = 1, 2, see, n) gilt
k
off  m D) GO e (TR
Daraus erh#lt man ki = 2n - 3i, Folglich erhiilt man ki =0
genau dann, wenn 2n - 31 = 0, do he i = §n gllt. Dies ist
gensu dann eine natiirliche Zahl mit O § i § n, wemn n durch

3 teilbar ist,

¢) Da 12 durch 3 teilbar ist, erfiilllt genau n = 12 beide Be-
dingungen a), b).
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151222) Lisungs: 9_Punkte

Es seli ABCDS eine Pyramide,
deren Grundfléche ABCD ein
Rechteck mit dem Fléchenin=-
halt Q ist und deren Spitze 8
sel, Die senkrecht auf der
Grundfléche stehenden Seiten=-
fléchen haben eine Pyramiden=
kante gemeinsam, da sie sonst
parallelen Ebenen angehtren
wiilrden, was bei einer Pyranm )
Abb, L 1222 nicht mtglieh ist, Diese zur
Grundfléiche senkrechte Pyramie-
denkante sei SD,

Daher sind fiir die zur Grundfléche nicht senkrechten Seiten=
fliichen BCS und ABS die Neigungswinkel gleich den Winkeln o
< SAD und <t SOD, AuBerdem ist die Lénge von SD gleich

der Lénge h der Hbhe der Pyramide (Abb, L 1222),

0.,B.,ds A, gslte nun

=TS0 = &£, TP A,

Ferner gilt (h =) 5D = XD » tandl (1)
S =CD » tan,@ (2)
und XD TD = Q. (3)

Aus (1) und (2) ergibt sich durch Multiplikation, anschlieBen-
des Einsetzen von (3) und Radizieren

S5 = ¥Q ¢ tanoC o tanla'.
Somit ergibt sich flir das gesuchte Volumen V der Pyramide

v=§Q}/Qotmo£-tnn/3'.
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151223) L¥sung: 11 Punkte

Fir jedes k = 0, 1, 2, see, 5 sel Mk die Menge aller derjenigen
unter den gesuchten Zusammensgetzungen, bel denen der erstgenann=-
te Betrieb genau k Mathematiker delegiert, Wenn eine Zusammen=
setzung Z zu Mk gehdrt, so folgts Da der genannte Betrieb insge-
sant genau 6 Personen delegiert, delegiert er k Mathematiker und
(6=k) Ingenieure. Da insgesamt € Mathematiker und 6 Ingenieure
teilnehmen sollen, delegiert der andere Betrieb genau (6=k) Ma=
thematiker und k Ingenieure. Besteht umgekehrt eine Zusammen=-
gsetzung Z darin, da8 der eine Betrieb k Mathematiker und (6-k)
"ngenieure sowle der andere (6-k) Mathematiker und k Ingenieure

) delegiert, so sind alle Bedingungen der Aufgabe erfilllt, also
geh¥rt Z dann zu Mk.

Eine Abzihlung aller Z € M, ergibt eich folgendermaSen:

Der eine Betrieb hat genau (g) Moglichkeiten, k seiner 5 Mathe-
metiker zu delegieren, Bel jeder dieser Moglichkeiten hat er
genau (sz) Mtglichkeiten, (6-k) seiner 7 Ingenieure zu delegie=
ren, In jeder der so entstehenden Moglichkeiten hat der andere
Betrieb genau (sz) Mtglichkeiten, (6-k) Mathematiker zu dele-
gleren, und dann jeweils (k) lRSglichkeiton, k Ingenieu,ro Zu
delegieren, Also enthilt M, genau (k) . (S-k) Zusammensetzungen,
Jede Zusammensetzung, die iiberhaupt den Bedingungen der Aufgabe

entspricht, gehtrt fiir genau ein k der Menge Mk an, Daher ist
die gesuchte Anzahl

' 2 2
p & G)e (T = 12072452 21%410% 35%410% 35%45% 2124120 72
= 2(49 + 11025 + 122500) = 267 148,
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151224) Losungs 12 Punkt

Angenommen, (x, y, ) seien ein (geordnetes) Tripel reeller
Zahlen, das (1), (2) und (3) geniigt.

Dann folgt aus (3)

2 +y3=ad- 23

de he

(x + y)(x2 - Xy + 72) = (a-2)ad+az+s
Wegen (1) gilt daher

(a = 8)(x% = xy + ¥°) = (a - z)(a? + as + 2?), (4)

b

Ist 2 = a, so folgt aus (2) x =y =0

Ist z # &, so folgt aus (4) x2 - xy + ¥ =a? 4 az+2?

und weiter wegen (2)

-Xy = 222 + az. (5)
Quadriert man (1) und subtrahiert (2) davon, so erhilt man

2(xy + yz2 + 2x) = 0, also unter Beriicksichtigung von (1)

-xy = (y +x)z = (a - g)z. (6)

Aus (5) und (6) folgt z = 0 und xy = O, woraus sich wegen

(1) erglbt, daB entweder x = a, y = O oder x = O, y = & sein musb,

Somit kdnnen nur die Tripel

(2,0,0), (0,8,0), (0,0,8)

den Gleichungen (1), (2) und (3) sonﬂsen-

Wie eine Probe zeigt, tun sle das auch alle drei.



