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L 11/12 XIV. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
' ' 2. Stufe (Kreisolympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadékiassen 11 und 12
1221) Lsung: 8 Punkte

Eg ist Xy = %, Xy =9y X5 = i

Behauptung: o
Der Term f(n) = E%T hat die Eigenschaft (?).
~ Beweis durch vollstdndige Induktion:

(I) Die Bphauptung ist richtig fiir n = O; denn es gilt

£(0) = U‘%‘T =1=x.

) y ] ‘ .

' (II) Nun zeigen wir, daB fiir jede natiirliche Zahl k £ 0
aus .der Richtigkeit der Behauptung fiir n = k ihre
"Richtigkeit fiir n = k + 1 folgt:

gus £(k) =.ET%—T = x, folgt

1
N _ kT R | _ 1
41T - DA R
X+ 1 1 1
' o :
= £k + 1) .

jAnderer Losungswegs ' ’ I
Behauptung wie oben. '

Beweis: Die Zahlenfqlge {zn} n=0,1, 2, oo, die
durch ) : . :
s B W p—— @qfiniert ist, hat die Eigenschaften
’z = 1 =1 und : ‘ &
o 0+ 71 1
e LR + S N
R e P = (n=1,2, «c0)s

1‘+~zn__1

Da -diese Eigenschaften die gegebene Folge {xn} eindeutigl
festlegen, gilt x =z = E%T (n=1,1,2,e00), WeZoeboWa,
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1222) Losungs: ‘ -+ 9_Punkte
Angenommen, die Tabelle lieBe sich durch natiirliche Zah-
{  len von O bis 9 unter Beachtung der Bedingungen (1), (2)
(3) ausfilllen, dann miBte die Summe s der zwdlf in der ‘
Tabelle eingetragenen Zahlen sowohl durch 3 als auch
durch 4, also, da 3 und 4 teilerfremd sind, durch 12
teilbar sein. Wegen (3) diirfte s nicht kleiner als
4 + 16 = 64 sein. Da in einem Feld der Tabelle die
Zahl O bereits steht, ktnnte wegen (1) die Summe s
nicht groBer als 2 « (9 + 8+ T+ 6 + 5)+ 4+ 0 =1T4
sein. ! ’

Aus 64 S 8 £ T4 und 12 ls folgte aber s = T2. Wegen (2)
miiBte daher jede-Zeildnsumme gleich 24 und wegen (3)
jede Spaltensumme glqich 18 sein. Dann miiBte aber in der
Spalte, in der O bereits steht, zweimal die Zahl 9
stehen. Die Summe der Zeile, in der O bereits steht,
ktnnte nun aber.nur noch hdchstens 8 + 8 + T + 0 =23
und nicht 24 werden.

Es gibt also keine Moglichkeit, die Tabelle in der ge-

forderten Weise auszufilllen. .
S 3

1223) Lisung: i 12_Punkte _
0.B.d.A. sei F auf der Verlingerung von DA {lber A hinaus,
also auch auf der Verliéngerung von CB {iber B hinaus ge-
legen. Ferner 1a8sen sich die Bezeichnungen so wihlen,
daB g die Strecke BF in einem Punkte G schneidet. Die
Gerade h verli#uft in das Innere des Dreiecks FCD hinein,
schneidet also die Strecke AC in einem Punkte H.

Dann gilt (1) XDAC = <DBC als Peripheriewinkel .
' ’ ilber demselben Bogen CD.

Daraus folgt (2) LEAF = <KEBG als Nebenwinkel zweier
’ gleichgroBer Winkel.
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D h=h |xg

H=H [ XE
Abb. L 1223

F

Wir ziehen nun die Parallele h' zu g durch F. Sie schnei-
det AC in einem Punkte H'. Die Gerade h' verlduft ndmlich
ebenfalls in das Innere des Dreiecks FCD hinein. Das wire
nur dann nicht das Fall, wenn der Winkel <[AEG griBer
oder gleich 180° - <X EAF wiire. Dann wire aber

L AEG + X EAF = 180° . und wegen (2)
<CEBG + < BEG = 180°, also

<L AEG + <LEAF + <CEBG (= <CEBF) + <LBEG = 360 , was
nicht mbglich ist.
Folglich gibt es stets einen solchen Punkt H' auf AC.

"Nun gilt < BEG = <\ AEG laut Voraussetzung, sowie

<XAH'F = <J_ AEG als Stufenwinkel an geschnit-
tenen Parallelen.

‘Daraus folgt: <CAH'F = J(BEG.

Wegen (2) und (3) gilt daher unter Behutzung des Satzes
liber die Winkelsumme im Dreieck

(4) < AFH' = < EGB
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Weiterhin gilt (5) Y EGB = LH'FB als Stufenwinkel an
~geschnittenen
Parallelen.

1224)

Aus (4) und (5) folgt nun ﬁfAFH' = -~CH'FB,

h' halbiert den Winkel <):AFB. Mithin gilt h' = h

h ” g folgt.

Losung: |

Angenommen, (X, y, z) sei eine reelle Ldsung des Glei-

d. h.,

11 Punkte

chungssystems (1), (2), (3). Dann gilt wegen (1)

z = (-x - y) (4) deher Wegen (2)
2 2 2 2 2

X+ y° +2° +2xy =1, also x° + y° + Xy = %, und mithin

2 4 4

(x2 +y
Andererseits folgt aus (3) und (4)

a=xt+yt et =t eyt e (P y

4

2 N 2xy)2

2 (x Y+ 3x y + 2xy (x +y )), also

4 .4

b JARE RIS 3x%° y + 2xy (x +y ) = é.

»

chungssystem (1), (2), (3) keine L&sung.

(II) Ist a = %, so folgt aus (5) - das ist nun dasselbe

wie (6) = und (4), daB hochstens diejenigen Tripel

, woraus

+xy)? = 2t oyt %% 4 2xy (2% + y2) = %. (5)

()

)(I)' Ist a # %, so widersprechen die Gleichungen (5) und
(6) einander. Daher hat in diesem Falle das Glei-

(x, y, (=x-y)) Losungen von (1), (2), (3) sein kon=-

nen, bei denen x und y die Gleichung
" x2+y®exy =g (7)) erfullen.

Ungekehrt gilt im Falle a = 5 fir jedes Tripel

(x,5(-x~y)) mit der Eigenschaft (7)
x +y + (-x=y) =0

X +y + 2

x2 + 32 + 22 2x% + y% 4+ (-x-y)% = 2(x

5'2\-%=1,

x4 4+ y4 + 2t = xt s y4\+ (-x-y)4
1

2(x2+y2

2,2, 20) -

X

+xy)? =

2'1 = %'ﬂ a.
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Daher hat im Falle a = ) das Gleichungssystem (1), (2),
(3) genau diese Tripel als Losung. Wie das Beispiel

o, %{E yo= %fa). (o, - %{Eﬁ %fab zeigt, gibt es mehrere

solche Tripel.

(Es gibt sogar unendlich viele derartige Tripel, da die
Gleichung (7) unendlich viele reelle Losungen (x,y) hat.
Dieser Nachweis wird aber laut Auigabenstellung nicht
verlangt. Es ist auch zuldssig, die Existenz mehrerer Lo-
sungen im Fall a = % durch deren Angabe, ohne den Nach-
weis der obengenannten Charakterisierung vermittels (4)
und (7), zu erbringen. Zu einer solchen Angabe kann man
z. B. gelangen, indem man probiert, ob x = 0 zu einer
Lssung filhrt, was in der Tat vermittels (1), (2) sofort
die angegebenen Tripel liefert, fiir die man auch (3)

" bestdtigt.)

Das’ Gleichungssystem (1), (2), (3) hat also
1. keine reelle Lisung, wenn a # % ist,
2. genau eine reelle Losung in keinem Falle,

3. mehr als eine reelle LUsung, wenn a = % ist.
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