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Achtung: Alle Aussagen sind stetg zu beweisen. Dies bedeutet
insbesondere, daB die in einer L¥sung unbewiesen ver-
wendeten Sachverhalte anzugeben sind. Der Losungsweg
(einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruktionen,
Hilfslinien) muB8 deutlich erkennbar sein. Die Gedanken-
ginge und Schlilisse sind in logisch und grammatisch
einwandfreien SHtzen darzulegen.

1041) Es sei z = (1 - 17)(1 /i ?)(1 i %.‘,-) Vi, i

(wobei die Nenner der Subtrahenden in den Faktoren die
Folge der ungeraden Quadratzahlen von 12 bis 1992 durch-
laufen). Man stelle die rationals Zahl z in der Form z = 2
dar, wobei p, q ganze, teilerfremde Zahlen sind und ¢ > 0
ist. ]

1042) Beweisen Sie folgenden Satz:
Ist ABCD ein Tangentenviereck mit den Seitenléngen
B =a, BC =0, TV =c¢, A0 = d und dem Inkreismittelpunkt M,

so gilt
iw - B

TR - TH

o
L]
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Von den nachstehenden Aufgaben 1043A und 1043B ist genau eine
auszuwdhlen und zu 1l&sen:

10434) Es sei ABCDS eine gerade vierseitige Pyramide mit fest
vorgegebener quadratischer Grundfléche ABCD.
Wir betrachten alle geschlossenen Streckensziige PQRTP,
wobei P ein fest vorgegebener innerer Punkt der Kante AS,
Q ein innerer Punkt von BS, R von CS sowie T von DS ist.

Man ermittle die Menge aller derjenigen WinkelgrdBen N
(O°<=.Y < 900), fir die folgendes gilt: Hat der Winkel
-éiASB die GrdBe Y , 80 existiert unter den auf der Pyra-
mide ABCDS betrachteten Streckenziigen PQRTP sin kiirzester.

1043B) Sechs Schiiler eines Mathematikzirkels machen mit dem fol-
genden Ratespiel ein kleines Logiktrainig: Peter, Klaus,
Monika, Ilona und Uwe verstecken fiinf Gegenstéinde: Zirkel,
Radiergummi, Lineal, Bleistift und Fiiller so bei sich, daB
jeder genau einen dieser Gegenstiénde hat. Dann bekommt
Dirk fiinf Aussagen mitgeteilt, unter denen, wie ihm eben-
falls gesagt wird, genau zwei falsch sind. Die Aussagen
lauten:

Uwe : "Wenn Peter den Zirkel nicht hat, dann hat Klaus
das Lineal nicht."

Monika: "Uwe hat soeben eine wahre Aussage gemacht.”

Peter: "TIch habe den Zirkel oder Klaus hat das Lineal
nicht."

Klaus: "Ich habe das Lineal nicht oder Uwe hat den
Bleistift."

Ilona: "Ich habe den Fiiller oder ich habe den Bleistift."

Man untersuche, ob sich nach diesen Regeln alle Verstecke
der Gegenstinde eindeutig ermitteln lassen. Wie lauten,
falls dies moglich ist, die Verstecke?
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Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen. Dies bedeutet
insbesondere, daf die in einer Losung unbewiesen ver-
wendeten Sachverhalte anzugeben sind. Der L¥sungsweg
(einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruktionen,
Hilfslinien) mu8 deutlich erkennbar sein. Die Gedanken-
génge und Schliisse sind in logisch und grammstisch
einwendfreien Sitzen darzulegen.

1044) Man ermittle alle rationé&en Zahlen r, die die folgende
Gleichung erfiillen:

(J2+{3—')r+(v2-‘;§>r=4.

1045) In einem Klub Junger Mathematiker gibt es Streit um das
Monotonieverhalten Von Funktionen. Bekannt ist von zwei
Fanktionen f und g, d&B beide fiir alle reellen Zahlen x
definiert sind, f im gesamten Definitionsbereich streng
monoton widchst, und da8 die Gleichung g(x)2 - f(x)2 = 1
fiir alle x erfiillt ist. Annemarie folgert nun daraus:
"Dann ist auch g eine auf dem gesamten Definitionsbereich
streng monoton wachsende Funktion." Brigitte widerspricht:
wEg 1dB8t sich nur schlieBen, daB g im gesamien Definitions-
bereich entweder streng monoton wachsend oder streng mono-
ton fallend ist." Christa meint: "Ihr habt beide nicht
recht." Wer von diesen Schiilerinnen hat nun recht?

Anmerkugﬁ: Eine Funktion f wird genau dann als streng mono-

wachsend .
ton {fallond } in einem Intervall bezeichnet, wenn fiir alle

~ Zahlen X,, X, aus diesem Intervall, fiir die x; < X, gilt,
ate Ungleichung {${M < ﬁg} gilt.
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1046) Gegeben sei ein Wiirfel mit der Kantenlénge s. Eine sei-
ner Raumdiagonalen habe die Endpunkte X und Y. Die Mittel-
punkte der von X ausgehenden Wiirfelkanten seien mit
A, B, C,die Mittelpunkte der von Y ausgehenden Wiirfelkan~
ten mit D, E, P so bezeichnet, daB A und E auf szwei szu-
einander parallelen Wiirfelkanten liegen, ebenso B und P
und ebenso C und D (s. Abb. A 1046).

a) Man ermittle alle Mdglichkeiten, oine eineindeutige
Zuordnung zwischen den Punkten A, B, C und den Punk-
ten D, E, F so zu wdhlen, daB folgendes gilt: Die
drei Strecken, die jeden:der Punkte A, B, C jeweils
mit seinem zugeordneten Punkt vorbindon, und die
sechs Strecken AB, BC, CA, DE, EF, FD sind die simt-
lichen Kanten einer Figur, die entweder ein Polyeder
(d. i. ein ebenflichig begrenzter Kdrper) ist oder
aus mehreren Polyedern zusammengesetzt werden kann.

2
b) Wenn es Figuren der in a) genannten Art gibt, so er-
mittle man fiir jede von ihnen das Volumen.

Abb. A 1046
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1041) L¥sung: 6_Punkte

Laut Aufgabe gilt:
. -3.1&}5&1&2&&&.._,.Q_ﬁ]_—_gi_;ﬁ];g)__pgg-g‘zg;ggﬁ
--3.1_;§.L;;. -12%9_;1122.121;;;21

Dabei durchlaufen in den Zihlern die ersten Faktoren die
Polge der ungeraden Zahlen von 1 bdis 197, die zweiten Fak-
toren die Folge der ungeraden Zahlen von 5 bis 201.

Also ist

RS S NV, -12-1312-199-201
1.32. -7"’- - 1952 . 1972 . 1992

und damit gz = =—S9F .

1042) Lisung: 1 Punkte
Es seien P, Q, R, S in dieser Reihenfolge die auf AB, BC,

CD, DA gelegenen Berilhrungspunkte des Inkreises mit dem
Tangentenviereck. Perner seien «, 4 , p , d" in dieser
Reihepfolge die GrtBen der Winkel - AMP, <XBMQ, <JCMR,

<X DMS.

Dann hat wegen AAMP 5 AAMS (eu. die gleichgroBSen (rech-
ten) Winkel <X APM, <CCMD 1liegen den Hypotenusen, also den
léngsten Seiten in den Dreiecken AMP bzw. AMS, gogonubor)
such <AMS die GriBe ol ; ebenso haben <CBMP, <o,

<CDMR in dieser Reihenfolge die GrsSen 4, x , 0 N
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Abb. L 1042

Daraus folgt: 2o +24 +2y + 24 = 360°. Die Winkel-
<X AMB und <(CMD, die die GrdSen ot+/ bzw. ¥ + 4 haben,
sind folglich Supplementwinkel, und es gilt

Y+ du180° -t - . (1)

Wegen WP = MR = ¢ gilt nun fiir die Fldcheninhalte F; bzw.
F2 der Dreiecke ABM bzw. CDM:

F M - B¥ - sin (a+f)

a8 °g=

Nf—

1

N=— AN

Fzséc-g- m'm-sin(x+¢f).

Wegen (1) und sin (180° -d-ﬁ) = sin (ot+/€) folgt daraus

F
1 a M -B

= - T cememseaas nmsas "z.b.'..
R " m-om ’
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10434) L¥sung:
0°<CY<L45°

Abb.

L 1043A

: &5 r<90°
Wir denken uns den Pyrsmidenmantel liings der Kante SA auf-
geschnitten und in eine Ebene se "gbgewickelt", da8 eine
Pigur wie in Abb. L 10434 entsteht, also ein Sechseck
S'A'B'C'D'A", bei dem

As'aA'B' & Asas,

As'B'C' AsBc,
Aswc'p' ¥ ASCD,
Aspan %  AsDa

und fir den bei S' gelegenen Innenwinkel <€[A'S'A" des
Sechsecks Z TSTAY = 4? gilt. Dabei gilt ferner:

Jeder der betrachteten geschlossenen Streckenziige PQRTP
geht dabei in einen gleichlangen nicht geschlossenen

(1) Streckenzug P'Q'R'T'P" iiber, wobei P', Q', R', T', P"
jeweils innere Punkte von SA', SB', SC', SD', SA" sind
und STPT = JTEV ist.

Umgekehrt entspricht jedem der in (1) genannten Strecken-
ziige P'Q'R'T'P" ein gleichlanger Streckenzug PQRTP auf dem
Pyramidenmantel.

Damit ist die Aufgabe darauf surlickgefiihrt, alle ¥ mit
0°<§¢ < 90° su ermitteln, filr die unter allen bei (1)
genannten Streckenziigen ein kiirzester existiert.
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Wir unterscheiden dazu zwei Fille:
1) 0°< 49p<180°, d. h., das Sechseck S'A'B'C'D'A" ist
konvex.

2) 180° = 4y <C360°, d. h., das Sechseck hat bei S' eine
einspringende Ecke oder ist zu einem Fiinfeck ausgeartet.

Pall 1: Wegen der KonvexitHt des Sechsecks schneidet die
Strecke P'P" jede der Strecken S'B', S'C', S'D' in genau
einem (inneren) Punkt, die in dieser Reihenfolge mit Q', R',
T', bezeichnet seien.

Beweis: Da der Innenwinkel des Sechsecks beli S' die GrdBSe 4?
hat, liegen P' und P" auf verschiedenen Seiten jeder
der Geraden durch S' und B', durch S' und C', sowie
durch S' und D', Polglich schneidet P'P" jede die-
ser Geraden, und zwar im Innern des Sechsecks, alse
im Innern der Strecken S'B', S'C', S'D', da das
Sechseck konvex ist.

Daher ist P'Q'R'T'P" in diesem Falle einerder Sireckensiige
(1) und hat die Linge PTEW, ist also der kiirzeste.

Fall 2: In diesem Fall enthiélt entweder P'P" den Punkt S'
(wenn 4 ¢ = 180° ist) oder P'P" enth#lt keinen Punkt

¢éiner der Strecken S'B', S'C', S'D'. Ist daher P'Q'R'T'P"
einer der suldssigen Streckenziige (1), so liegen bei wenig-
stens einem der drei Streckenziige P'Q'R’, Q'R'Q*, R® D%
nicht alle drei angegebenen Punkte auf derselben Geraden.
Ersetzt man daher einen solchen Streckenzug durch die Ver-
bindungsstrecke seiner Endpunkte, so hat diese eine klei-
nere Lénge als der Streckenzug und liegt wegen 2y < 180°
innerhalb des Sechsecks und bildet mit den restlichen bei-
den Strecken von P'Q'R'T'P"™ zusammen einen anderen zulissi-
gen Streckenzug (1) von kleinerer Liénge. Daher gibt es im
Fall 2 keinen kiirzesten unter den Streckensiigen (1).

Die gesuchte Menge der WinkelgriSen A ist die Menge allery
mit O°<¢ < 45°.
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1043B) L¥sung: Punkte

Angenommen, Pséters Aussage wire falsch. Dann gidlte:
Peter hat den Zirkel nicht, und Klaus hat das Lineal.
Hiernach wiire Uwes Aussagen falsch, und folglich auch
Monikas Aussage, im Widerspruch zu der Mitteilung, daB
genau zwei der Aussagen falsch sind.

Also ist Peters Aussage wahr. Wenn nun Peter den Zirkel
nicht hat, so hat hiernach (wegen der Wahrheit von Peters
Aussage) Klaus das Lineal nich?. Alsc ist Uwes Aussage
wahr, und folglich auch Monikas
Aussage. Somit sind die Aussagen von Klaus und Ilona
falsch. Daraus folgt:

(1) Klaus _hat das Lineal, (2) Uwe hat den Bleistift nicht,
(3) Ilona hat den Piiller nicht, (4) Ilona hat den Blei-
stift nicht.

Aus Peters wahrer Aussage folgt wegen (1):

(5) Peter hat den Zirkel. Daraus und aus (1), (2) und (4)
folgt

(6) Monika hat den Bleistift. Aus den ermittelten Ver-
stecken und aus (3) folgt

(7) Ilona hat den Radiergummi und damit

(8) Uwe hat den Fiiller. Die Verstecke konnten also eindeu-
tig ermittelt werden. Sie sind in (1), (5), (6), (7) und
(8) angegeben.
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1044)

1045)
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Lsung: 6_Punkte

Nach einem der Wurgzelgesetze gilt: ;

V2+73 «¥2-V3 aY4-3=1, also 1 -12-{3‘
Y2 +¥3

Angenommen nun, eine rationale Zahl r erfiille die in der

Aufgabe genannte Gleichung. Filr die Zahl z = Yz + /T

ist denn L = (/2 - Y3 )¥, und folglich erfiillt z die

Gleichung z + ;— = 4, woraus folgt, da8 entweder

z2=2+7Y3 oder z =2 -V3 = !

_2+
Aus z = (Y2 +¥3 )" =2 +V3 folgt nun r = 2; denn wiire
r<2, s0o wire gz <2 + V3, und wire r>2, so wiire
z>2+y3 .

asz=@G2 +VF) = : 11,? folgt entsprechend r = -2.
7 {
Daber kSnnen nur die Zahlen r = 2 und r = -2 die genannte

gilt.

_Gleichung erfiillen. TatsHdchlich gilt:

(V2+73 )2+(V2 -7§)Z=2+Y§'+2-ﬁ-4 sowie

02 + 13072 (2 - T2 § el s 8 s Y BT -
2 +V—31 2 -ﬁ

Die gegebene Gleichung hat daher genau die LYsungen

r=2und r = -2, ;

L8sung: P te

Christa hat recht. Um dieses zu beweisen, geniigt ein Bei-
spiel fiir zwei Punktionen f und g, die alle eingangs ge-
nannten Voraussetzungen erfiillen und fiir die g weder
streng monoton wachsend noch streng monoton fallend im
gesamten Definitionsbereich ist. Ein solches Beispiel
bilden etwa die durch £(x) = x und g(x) = sz + 1 fir
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alle reellen x definierten Funktionen f und g; denn f
widchst im gesamten Definitionsbereich streng ﬁonoton, und
fiir alle x gilt g(x)2 - f(x)2 = x2 + 1 - x2 =il
Ferner ist z.B. g(-1) = g{(1). Daher ist g weder streng
monoton wachsend noch streng monoton fallend im gesamten
Definitionsbereich.

1046) Los : 8 Punkte

a) I. Angenommen, eine Zuordnung zwischen A, B, C und
D, E, F habe die geforderte Eigenschaft. Wir bezeich-
nen dabei jetzt mit A®, B®’, C* den A, B bzw. C zuge-
ordneten Punkt. Da AB Kante sein soll, muB AB min-
destens zwel Seitenflichen angehdren. Nach Voraus-
setzung gehen von A nur die Kanten AB, AC, AA® und
von B nur die Kanten BA, BC, BB’ aus. Folglich miissen
AA’ und BB’ in einer gemeinsamen Ebene liegen, in
der mithin auch AB und A’B? liegen.

Wir beachten jetzt, dag EF und AB in einer gemein-
samen Ebenetliegen. Eber Mittelpunkt des Wiirfels
liegt ndmlich aus Symmetriegriinden sowohl auf AE
als auch auf BF, so daB AE und BF in einer gemein-
samen Ebenetliegen.] . Die Ebene € enthilt D nicht
[ weil die Ebene durch D, E, F nicht A, B, C ent-
h&lt ] . Daher kann weder DE noch DF mit AB in einer
gemeinsamen Ebene liegen. Es mu8 also A’B’ = EF
(d.h. entweder A’ = E und B’ = F oder A* = P und
B? = E) und aus Symmetriegriinden B*C* = FD und
C*A? = DE sein. Daraus folgt, daB A’ = E, B? = F,
C* = D sein mu8.

Anmerkung: Die Begriindungen in [ ] konnen evtl. auch wegblei-
ben, da die Behauptungen wegen anschaulicher Rich-
tigkeit vom Schiiler evtl., als keines Beweises be-
diirftig behandelt werden.
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Abb. L 1046

II. Umgekehrt hat in der Tat diese Zuordnung die gefordarta
Eigenschaft, daB die Strecken AE, BF, CD, AB, BC, CA, DE, EF,
FD die sdmtlichen Kanten einer aus Polyedern zusammensetg—
baren Figur sind.

Der Mittelpunkt M von AE ist némlich aus- Symmetriegriinden
zugleich der von BF, der von CD sowie der des Wiirfels.
Daher besteht die gesuchte Figur aus den beiden Tetra-

edern ABCM und DEFM.

b) Die Strecken AB, BC, CA, DE, EF, FD haben sdmtlich die
Lénge %ﬁ' . Wegen XE = BF = UD = ayZ haben auch AM, BM,

CM, DM, EM, FM die Linge gr". Daher sind die beiden Tetra-
eder regelmiBig, zueinander kongruent und haben nach einer
bekannten Formel das Volumen

3
AR S
3
Die gesamte Figur hat das Volumen %!- s



