410; I XIY. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 10 - 1. Tag -

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen. Dies bedeutet ins-
besondere, daf die in einer L¥sung unbewiesen verwende~
ten Sachverhalte anzugeben sind. Der Liysungsweg (ein-
schlieBlich Nebenrechnungen, Konstruktionen, Hilfsli-
nien) muB deutlich erkennbar sein. Die Gedankenghnge
und Schliisse sind in logisch und grammatisch einwand-
freien Sétzen darzulegen.

1031) In ARZT
+ ARZT

ARZTE

sollen die Buchstaben so durch Ziffern ersetzt werden, daB
eine richtig geloste Additionsaufgabe entsteht. Dabei sol-
len fiir die gleichen Buchstaben gleiche Ziffern und fir
verschiedene Buchstaben verschiedene Ziffern eingesetzt
werden. Geben Sie alle Losungen dafiir an! (A und A gelten
als verschiedene Buchstaben)

1032) Beweisen Sie folgenden Satz:
Ist ABCD ein (konvexes) Drachenviereck mit B = XD = a,

BT = DT = b und dem Inkreis- ¢
mittelpunkt M, dann gilt b b
s, M- BN | ¢ s
b TH . DH M
a a
Abb. A 1032
A

1033) Gegeben sei eine positive reelle Zahl a, flir die a # 1 gilt.
Man ermittle alle reellen Zahlen x, die die Gleichung
x108aX . o2y
erfiillen.
30 05 73-1(588) 1



ANHOSETE XI¥. Olympiade Junger Mathemafikor der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 10 - 2, Tag -

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen. Dies bedeutet ins-
bescndere, daB die in einer L¥sung unbewiesen verwende-~
ten Sachverhalte anzugeben sind. Der Lisungsweg (ein-
schlieBflich Nebenrechnungen, Konstruktionen, Hilfsli-
nien) muB deutlich erkennbar sein. Die Gedankengtnge
und Schlilsse sind in logisch und grammatisch einwand-
freien SHtzen darzulegen.

1034) Es seien a, b gegebene positive reelle Zahlen, und es sei f
die fiir alle natiirlichen Zahlen n durch die Gleichung

f(n) = o + ¥® + (& + b)® definierte Funktion.
Beweisen Sie, daB dann (£(2))° = 2 « £(4) gilt!

1035) Man gebe alle natiirlicuen Zahlen n mit n < 40 au, fir die
die Zahl

n2 + 6n - 187
ohne Rest durch 19 teilbar ist,.

1036) Gegeben sei ein Parallelogramm OPQR. Gesucht sind alle
Punkte X auf der Verldngerung von OP {iber P hinaus, die
folgende Eigenschaft haben: Schneidet die Parallele durch
Q zu XR die Verléngerung von OR {iber R hinaus in Y, so
gilt PY " XQ. Man untersuche, ob derartige Punkte X exi-
stieren. Ist dies der Fall, so beschreibe und‘begrunde
man eine Konstruktion aller derartigen Punkte und unter-
suche, ob es nur einen solchen Punkt X gibt,.
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L. 103X XI¥. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 10 - 1. Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Losungen fiir die
: 1. Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe.

1031) Lgsung: 1_Punkte

Angenommen, es gibt eine LUsung, dann muf K = 1 gein,
da die fiinfstellige Summe zweier vierstelliger Zahlen
kleiner als 20 000 ist.

Sei die aus den drei Ziffern R, Z und T gebildete (mig-
licherweise mit O beginnende) dreistellige Zahl mit x
bezeichnet, so muf gelten:

2 (1000 A + x) = 10 000 + 10x + E, also
2000 A + 2% - 10 000 - 10x = E und damit
8 (250 A - 1250 - x) =E, also 8 |E.
Da E eine einstellige natilrliche Zahl ist, kommen nur E = O
oder E = 8 in Frage.
Fiir E = 0 folgt sofort
250 A - 1250 = x, also

10(25 A - 125) =x und somit 10 | x.
Das aber ist.nur mdglich fiir T = O, was auf den Wider-
spruch T = E filhren wilrde.
Also ist eine L8sung nur mgglich fiir E = 8.
In diesem Falle erhidlt man

250 A - 1250 = x = 1
250 (A = 5)=x + 1

Da A eine einstellige natiirliche Zahl ist, folgt, daB der
Quotient E!%Ul (> 0) eine natiirliche Zahl kleiner als 5
sein muf.

Ist er 1, 2, 3 bzw. 4, 8o ergibt sich jeweils
X = 249,

X = 499,
30 05 T3=1(588) 1
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1032)

I
x = T49 bzw.
x = 999.

Da nach den Bedingungen der Aufgabe x aus drei verschiede-
nen Ziffern bestehen muB, kommen hichstens 749 und 249 in
Frage. Fir x = 749 erhdlt man A = 8, was im Widerspruch zu
E = 8 steht.

Filr x = 249 erhdlt man A = 6, Die somit als einzige ver-
bliebene Mglichkelt

A= 1,‘E =8 R=u2, 2=4, T=9, A=6

erfiillt slle Bedingungen der Aufgabe, da diese Ziffern sant-‘f
lich verschieden sind und da ‘

6249
+ 6249

= 12498 gilt.

‘Hinweis: Sollte die Losung durch systemetisches Prebieren

gsfunden worden sein, so ist nur denn volle Punktzahl su
geben, wenn die L8sung mit ausreichendem Text versehen ist.
Insbesondere muB nachgewiesen worden sein, da8 es genau
eine Lisung gibt.

Losung: 1 Punkte

Wegen AB = KD und BT = DT ist ABCD symmetrisch zu AC,
gso daB B = TH ausféllt.

Daher ist die zu beweisende Behauptung mit

g _ AH
b CH
tiquivalent.

Bezeichnen nun r den Inkreisradius und im Dreieck ABC h
die Liénge der Hohe auf die Gerade durch A und C sowie
I ( AXYZ) den Flicheninhalt des Dreiecks XYZ, so gilt

%ar I( A AMB) %n.m

Ivr I(acm) % h . OH

= l " WeZoeDoWoo
o).

o'
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1033) Ldsung: 6 Punkte

Angenommen, es gibt eine reelle Zahl x, die die gegebene
Gleichung erfiillt. Dann ist x > 0, da logax existiert, und
es folgt, wenn man die Gleichung logarithmiert,

1ogax . logax = loga aex

2

und somit (logax)2 = logg,a® + log.X.

Setzt man logax = z, 80 ergibt sich die quadratische Glei~
chung
22 -z -2 = 0,
die genau die beiden LBsungen 2z = 2 und z = -1 hat.
Aus 1ogax =z = 2 erhilt man x = az, und aus

1

logax = % = -1 erhilt men x

8
Also kann nur x = 52 oder X = % L¥sung der gegebenen
Gleichung sein. 2

21082 AT G e
Die Proben (a%) = (&) =a" =8° - a

1
logga -l

1 . R 5 W AV AR |

bew. ) =) =a =8?:}

bestétigen, daBl diese beiden Zahlen tatséichlich LUsungen
sind.



T 103

T B <o Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3, Stufe (Bezirksolympiade)
Lésungen und Punkibeweriung
Olympiadeklasse 10 - 2. Tag -

Achtuog: Die Bemerkungen im Vorspaun zu den Losungen fiir dis

1034)

1035)

1. Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe.

Losung: 6 _Punkte
Laut Definition von f gilt
(£(2))2 = (a2 + b2 + (a+0)2)2 = (2% + 2ab + 20°)° =
= 4(34 + 2a7b + 22202 + a’v® + 2ab + b4) =
= 2(a4 + ot 4 a4 + 4&3b + 6a%b° + 4ah3 + b4) =
= 2(a4 s (a+b)4) =2 £(4), Ww.z.b.w..
Losung: 6_Punkte

Angenommen, n sei eine Zahl mit den verlangten Eigenschaf-
ten. Dann muB wegen n2 + 6n - 187 = (n - 11)(n + 17) min-
destens einer dieser beiden Faktoren durch 19 teilbar
sein, da -f§ eine Primzehl ist.

m +« 19 mit ganzzahligem m.

Fall 1: Es gelte n - 11

Daraus folgt n=19m + 11.
Piir m <O ist n keine natiirliche Zahl.
Aus m = O folgt n = 11.

Aus m = 1 folgt n = 30.

Filr m 2 2 ist n > 40.

Fall 2: Es gelte n + 17 =T « 19 mit ganzzahligem r.
Daraus folgt n = 19r - 17.

Fir r 0 ist n keine natiirliche Zahl.

Aus r 1 folgt n = 2.

Aus r 2 folgt n = 21.

Fir r 2 3 ist n # 40.

Also kdnnen htchstens die Zahlen 11, 30, 2, 21 die Bedin-
gungen der Aufgabe erfiillen.

A

W ou

30 05 73=-1(588) 1
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Tatsdchlich gilt:
112 46+ 11 =187 =11 (11 +6 =17)=0 - 19

302 + 6 « 30 = 187 = 30 « 36 - 187 = 893 = 47 » 19
19

380 = 20 - 19

no

2+ 6.2 =-187 =16 - 187 = =9
21° + 6 « 21 - 187 21 « 27 - 187

N

Genau die Zahlen 11, 30, 2, 21 geniigen daher den Bedin-
gungen der Aufgeabe. ) /

2. Losungsweg:

Genau dand igt (o + 6n - 187) = €n + 3)2 -~ 196 durch 19
teilbar, wenn (n + 3)2 bei Division durch 19 den Rest 6
188t. (Es ist also die Kongruenz (n + 3)2= 6 (mod 19)

zu 16sen.) LEBt nun n + 3 bei Division durch 79 den Rest r,
gso 1d8t (n + 3)? jeweils den in der folgenden Tabelle unter
r“~ genannten Rest.

IR £ TR 2P ¢ TIE: . W A s ¢ S - - |

g 16 G TR T

H

()
—
»

Daher ist genau dann n2 + 6n - 187 durch 19 teilbar, wenn

n + 3 einen der Reste 5, -5 oder, gleichwertig hiermit,

n einen der Reste 2, 11 1léBt. Unter den natiirlichen Zahlen n
mit n < 40 trifft dies genau fiir die Zahlen 2, 11, 21, 30

ZU.
Daher geniigen genau diese Zahle.. den Bedingungen der Auf- ¢
gabe.

1036) Lgsung: 8 Punkte

(I) Angenommen, X sei ein Punkt der geforderten Art.
Dann gilt, wenn OP = a, OR = b, PX = x, RY = y ge-~
setzt wird:

iR el
P At vy
denn wegen <X ROP & <JYRQ und <ORX = <RYQ
ist DORX ~ ARYQ.
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AuBerdem gilt
X a
(=537
well wegen <YOPY T <OXQ und <JOYP ¥ ¥PQX
AOYP ~ APQX  gilt.
Aus (1) und (2) folgt

(3) % - L b ’
8
vt 8+Xx

(4) x° + ax - 32 = 0

und hieraus wegen x > O
x=3 W5 - 1).

Ist nun A OMP en rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten
opundUI=§, N der
Schnittpunkt von MP

mit dem Kreis um M mit v

dem Radius %, X der nicht &y

auf OP gelegene Schnitt- y O TR

punkt des Kreises um P P) \ a N p

mit dem Radius PN, so SN

18t X = 5 (Y5 - 1). b ARy LT
Daher geniigt der Punkt X zg a -\ U

nur dann allen Forderun- v /0 : d o \\1
gen der Aufgabe, wenn er I

I
.a | \ =
W 7 i
auf folgende Weise kon- | A 7”/'5"_” //
struiert werden kann: L (4N
Abb. L 1036
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(11)

(ol) Man errichtet auf OP in O die Senkrechte s.

- (/3) Man trégt von O aus auf s eine Strecke OM der

(III)

(IV)

Linge 3 ab.
(x) Man schlégt den Kreis k um M mit dem Radius 0.
Ist N der Schnitipunkt von k mit PM, dann

( J) schlage man den Kreis k' um P mit dem Radius FN.
Der nicht auf OP lisgende Schnittpunkt ven k'
mit der Geraden durch O und P ist der Punkt X.

Jeder so konstruierte Punkt X geniigt den Bedingungen
der Aufgabe.

Beweis: Nach dem Lehrsatz von Pythagoras gilt
2 a
¥ -0 . OF =55 -
Daher ist nach Konstruktion
- -TH-W-FW-0=55-1)
Folglich gilt x = PX = § (Y5 - 1) und damit (4) und

(3). Ist nun Y auBerhalb von OP auf der OR enthalten-
den Geraden so gelegen, daB YQ || RX ist, seo gilt

AoYP APKX

und hieraus ¥ OPY ¥ < PXQ. Folglich ist

= TYQ + <L IPX = 180°.

Daher konnen die PY bzw. XQ enthaltenden Geraden nach
dem Winkelsummensatz fiir Dreiecke keinen Schnittpunk?t
haeben, sind also parallel.

Die angegebene Konstruktion ist stets auf genau zwel
Weisen eusfilhrbar, die beide auf denselben Punkt X
fiihren.



