A'8; I X1V, Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 8 - 1. Tag ~

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen. Dies bedeutet ins-
besondere, daB die in einer Ldsung unbewiesen verwende-
ten Sachverhalte anzugeben sind. Der Losungsweg (ein-
schlieBlich Nebenrechnungen, Konstruktionen, Hilfsli-
nien) muB deutlich erkennbar sein. Die Gedankengénge
und Schliisse sind in logisch und grammatisch einwand-
freien Sdtzen darzulegen.

831) Um Peters Fihigkeiten im Knobeln zu erproben, werden ihm
an einem Zirkelnachmittag iiber fiinf Schiller sieben Aussagen
mitgeteilt, unter denen, wie ihm ebenfalls gesagt wird, ge-
nau eine falsch ist. Er soll diese falsche Aussage heraus-
finden und auBerdem die Schiiler dem Alter nach ordnen.

Die Aussagen lauten:

(1) Anton ist #lter als Elvira.

(2) Berta ist jiinger als Christine.

(3) Dieter ist jiinger als Anton.

(4) Elvira ist dlter als Christine.

(5) Anton ist jiinger als Christine.

(6) Elvira ist #lter als Dieter.

(7) Christine ist jilnger als Dieter.

Ermittle die falsche Aussage und ordne die Schiller dem
Alter nach! Beginne mit dem jlingsten!

332) Von zwei Primzahlen wird folgendes gefordert:
(a) Ihre Summe ist eine Primzahl.

(b) Multipliziert man diese Summe mit dem Produkt der zu-
erst genannten beiden Primzahlen, so erhilt man eine
durch 10 teilbare Zahl.

Man gebe alle Primzahlen an, die diese Forderungen er-
filllen.
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833) Gegeben sei ein Kreissektor mit dem Radius SP = 5K = 8,5 cm
und dem Zentriwinkel <[ PSR der GréSe 55° (s. Abb. A 833).

Konstruiere einen Kreis k, der dem gegebenen Sektor einbe-
schrieben ist, d. h., der die Strecken SP, SR und den Bo-
gen PR so berithrt, da8 k innerhalb der Fléche des PR ent-
haltenden Kreises liegt!

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion!

R

55°

Abb. A 833



A 8; II XI¥7. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 8 - 2. Tag =

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen. Dies bedeutet ins-
besondere, daB die in einer L¥sung unbewiesen verwen-
deten Sachverhalte anzugeben sind. Der Lésungsweg (ein-
schlieB8lich Nebenrschnungen, Konstruktionen, Hilfsli-
nien) muB deutlich erkennbar sein. Die Gedankengiinge
und Schliisse sind in logisch und grammatisch einwand-
freien SHtzen darzulegen.

834) Achim, Bernd, Christian und Detlef waren die vier Teilneh-
mer der Endrunde eines Schachturniers. Es hatte jeder ge-
gen jeden genau zweimal zu spielen. Filr jede gewonnene Par-
tie wurden 1 Punkt, fiir jede unentschiedene ein halber
Punkt, fiir jede verlorene O Punkie vergeben.

Ein Wandzeitungsartikel {iber dieses Turnier enthilt folgen-
de Angaben:

Bernd und Christian erzielten zusammen genau einen Punkt
mehr als Achim und Detlef zusammen.

Christian und Detlef erzielten zusammen genau 7 Punkte.
Achim und Christian konnten zusammen genau 5 Punkte weni-
ger erreichen als Bernd und Detlef zusammen.

Es wird gefragt, wieviele Punkte jeder der vier Teilnehmer
erhielt?

Ermittle auf diese Fragen alle Antworten, die den genannten
Angsben entsprechen!

835) Beweise folgenden Satz:

Verbindet man die Mittelpunkte der Diagonalen eines Trape-
zes, so erh#lt man eine (evil. zu einem Punkt ausgeartete)
Strecke, deren Liénge halh so gro8 ist wie die Differenz
der Lingen der beiden parallelen Seiten.
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836) Gegeben seien drsi Zahlen p, Pys Py mit O <:p1<:p <:p2<:100.
Augs einer geeigneten Menge x ky einer p1-prozentigen Losung
eines Stoffes (d. h. einer Losung, die Py % dieses Stoffes

und den Rest Wasser enthdlt) und einer geeigneten Menge y kg
einer p2-prozentigen Losung des gleichen Stoffs soll durch

Zusemmengiefen eine p-prozentige Losung hergestellt werden.

a) Ermittle das hierzu erforderliche Mischungsverhidltnis,
d. h. die Zahl x : y, zundchst speziell fiir die Werte
pq =25, p, = 60 und p = 35!

b) Stelle dann eine fiir beliebige Werte von P1s Pp und p
gliltige Formel fiir das Mischungsverhdlinis auf!

Anmerkung: Die angsgebenen Prozentsdtze beziehen sich auf

die Masse, sind also nicht als Volumenprozent
anzusehen.,
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i XI¥Y., Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 8 -1, Tag =~

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Losungen fiir die

831)

832)

1. Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe.

Losung: 5 _Punkte

Das Alter eines jeden Schiilers sei mit dem Anfangsbuchsta-
ben seines Vornamens bezeichnet.

Angenommen, (5) widre wahr. Dann folgte erstens, daB (1)
und (4) nicht beide wahr sein konnten; zweitens folgte
auch, daB (7) und (3) nicht beide wahr sein kbnnten. Es
gibe also unter den Aussagen (1) bis (7) mehr als eine
falsche. Damit ist die Annahme, (5) widre wahr, widerlegt;
d. h. (5) ist die falsche Aussage, und (1), (2), (3),
(4), (6) und (7) sind wahr. Aus (2) folgt B<<C, aus (7)
folgt ¢ <D, aus (6) folgt D <<E, aus (1) felgt E<TA.

Die verlangte Reihenfolge der Schililer lautet mithin:
Berta, Christine, Dieter, Elvira, Anton.

Losung: 6 Punkte

Angenommen, zwel Primzahlen P1, P2 haben die verlangten
Eigenschaften., Eine der Primzahlen P1 und P2 mul3 wegen
(a) 2 sein, da die Summe ungerader Primzahlen stets gro-
Ber als 2 und durch 2 teilbar ist. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit sei P1 = 2, Wegen (b) gibt es eine natiir-
liche Zahl n, so daB

(24 P,).o 2/Py =10 e 0, +also
2 2
(2+P) P, = 5°n ist.

Wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung einer natiirlichen
Zahl in Primfaktoren gilt entweder

2 # P2 =5, de he P2 3

oder P2 = 5.
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Also erfiillen hochsten die Primzahlen (2; 3) und (25 5)

die

Bedingungen.

In der Tat haben sie die verlangten Eigenschaften; denn

ihre Summen P; + P2 sind 5 bzw. 7, jeweils also eine Prim-
zahl, Die Produkte (P1 + P2) P1P2 sind 30 bzw. 70, jeweils
also durch 10 teilbar.

833) Lgsung: 8 Punkte
(I) Angenommen, k sei ein Kreis, der den Bedingungen der

(11)

Aufgabe geniigt. A sei sein Beruhrungspunkt mit SP, B
der mit SR und C der mit dem Bogen PR. Der Mittel-
punkt M des Kreises k liegt dann auf dem Strahl s aus S
durch C; ferner ist AsAM ¥ASBM wegen SN = W,

WE = W8 (Radius von k) und FWAS = FWBT = 90°.
Daher ist JMEX = <IWSB, so daB s den Winkel <(PSR
halbiert. Wegen MK = WU ist weiter A\ACM gleichschenk-
lig und somit

TN = T = % X ANMS, letzteres nach dem AuBenwin-

kelsatz, der hier anwendbar ist, weil wegen der vorausge-
setzten Berilhrung von innen M zwischen S und C liegt.
Sind jetzt M' ein beliebiger von S verschiedener Punkt
auf s, A' der FuBpunkt des Lotes von M' auf die Gerade
durch S und P und C' der Schnittpunkt von s mit dem
Kreis um M' mit dem Radius WTAT, so ist

WS = JAMS, weil AAMS ~ AA'M'S ist. Es gilt
nimlich <FASW = FAON' und <KSAW = IIEWT =
Daher geniigt ein Kreis k nur dann den Bedingungen der

Aufgabe, wenn er durch folgende Konstruktion erhalten
werden kann:

(1) Man konstruiert die Halblerende des Winkels <PSR,
in dessen Innerem der Bogen PR verliuft. Ihr Schnitt-
punkt mit dem Bogen PR gsei C.

(2) Man wdhlt einen beliebigen Punkt M' auf SC. Von M'
f411t man das Lot M'A' auf SP.
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(3) Man schlégt um M' den Kreis k' mit dem Radius WTVAT.
Der Schnittpunkt von k' mit der Verldngerung von SM!'
iiber M' hinaus sei C'.

(4) Man zeichnet die Parallele zu A'C' durch C. Ihr
Schnittpunkt mit SP sei A.

(5) Man errichtet auf SP in A die Senkrechte. Ihr
Schnittpunkt mit SC sei M.

(6) Man schldgt den Kreis k um M mit dem Redius WZ.

Jeder so konstruierte Kreis k genligt den Bedingungen
der Aufgabe.

Beweis:

Da gem#B (5)<FWAS = 90° ist und gemiB (4) A auf SP
liegt, beriihrt k die Strecke SP, und zwar in A. Aus
Symmetriegriinden beriihrt daher k auch die Strecke SR,

Wegen CA ” C'A' (nach (4)) gilt

. 0K = =XSoTAT und wegen MA || M'A' (nach (2)

(Iv)

und (5)) und, da M auf SC.liegt (nach (5)),
=FCME = <JXC'WM'AT.
Daher gilt ACMA ~ AC'M'A', und wegen MTAT = NTCT

o\
iat M = MC. Daher berﬁhrtﬁk den Bogen PR in C, dem
gemeinsamen Punkt von k, PR und der Zentralen durch
M und S.

Die Konstruktionen in (II) sind alle (eindeutig) aus-
filhrbar. Das ist fiir (1), (3) und (6) bekannt und er-

gibt sich fir (2), (4) und (5) folgendermaBen:
otes

(2): Fiir den FuBpunkt Z$$V%HEMTJauf die Gerade durch
S und P gilt SA' < SM' < SC = SP, also liegt A'
auf SP wegen <XCoP << 90°.

(4): Weil M' auf SC' liegt, gilt SAT < STT und folglich
nach dem Strahlensatz flir den Schnittpunkt A mit
der Geraden durch S und P

X < 3T = 5P, also liegen wegen FCSP < 90° der
Punkt A auf SP.
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(5): Der Schnittpunkt M mit der Geraden, durch S und C
gilt nach dem Strahlensatz und weil M' auf SC'
liegt,

¥ = S .5 < ST, woraus, weil A auf SP

liegt und TSP <90° ist, folgt, daB M auf SC
liegte.

Bemerkungen: Zu dieser Konstruktion fithrt auch folgende
Uberlegung: Einerseits hat - nach Konstruktion von M',
A', C' wie in (I) bzw. (II) (1) bis (3) - die Figur aus
k' und dem zum Zentriwinkel <X PSR gehorenden Bogen des
Kreises aus S durch C’die gefordagfen Berithrungseigen=-
schaften (mit diesem Bogen statt PR). Andererseits

muB diese Figur durch eine zentrische Streckung mit

dem Zentrum S in die Figur um den gesuchten Kreis und
den Bogen fﬁ iilbergehen, da bei zentrischen Streckungen
Kreise in Kreise iibergehen, Geraden durch das Zentrum in

sich selbst, und da Beriihrungen erhalten bleiben.

Abb., L 833




1,83 AT XI¥. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 8 - 2, Tag =

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Ldsungen fiir die
1. Stufe galten auch fiir die 3, Stufe.

834) Losung: 71_Punkte

Es wurden genau je 2 Spiele der folgenden Zusammenstellung
gespielt: AB, AC, AD, BC, BD, CD. Daher wurden insgesamt
12 Partien gespielt und mithin 12 Punkte vergeben.

Wenn nun bei einer Punktverteilung, die den Angaben ent-
spricht, Achim, Bernd, Christian und Detlef in dieser
Reihenfolge a, b, ¢, d Punkte erzielten, so gilt:

a+d+1=Db+c (1),
c+d=17 (2),
b+d=a+c¢c+5 (3

Weil 12 Punkte inégesamt vergeben wurden, d. h.
a+b+c¢c+d =12 gilt, kann man aus dem entstandenen
Gleichungssystem von 4 Gleichungen der Reihe nach die
Unbekannten zu eliminieren und dann der Reihe nach zu
ermitteln versuchen.

So folgt z. B. aus (1)

a+d=5,5 (4),
und " b+e=6,5 (s).
Analog schlieSt man aus (39
auf b+ds=28,5 (e)
und a+c¢=3,5 (7.

AuBerdem folgt aus (2)
a+b=>5 (8).

Durch Addition erhdlt man aus (7) und (8)
2a + b + a = 8,5
und daraus sowie aus (5) 2a + 6,5 = 8,5, also a = 1,
30 05 73-1(588)
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835)

TE

Damit ergibt sich aus (4) 4 = 4,5,
aus (6) b =4
und aus (7) ¢ = 2,5.

Daher kann nur die Antwort,’Achim erhielt 1 Punkt, Bernd
4 Punkte, Christian 2,5 Punkte und Detlef 4,5 Punkte, den
Angaben entsprechen.

In der Tat erfiillt diese Antwort alle Bedingungen der Aufga-
be. Denn wie die folgende Tebelle zeigt, gibt es Beispiele
fiir eine Verteilung der Partiesusginge, bei der die in der
Antwort genannte Punktverteilung entsteht. Ferner erhielten
bei ihr Bernd und Christian zusammen 6,5 Punkte, also genau
einen Punkt mehr als die 5,5 Punkte von Achim und Detlef.
Weiterhin erhielten Christian und Detlef zusammen genau

7 Punkte. SchlieBlich erreichten Achim und Christian zusam-
men 3,5 Punkte, also genau 5 Punkte weniger als die 8,5 Punk-
te von Bernd und Detlef.

A}l B Cc D
A 1 ] 0 1
B 1 2 1 4
C 2 (¢ 0,5 |f§2,5
D 285 4,5

In jedem Fall steht die Anzahl der Punkte, die der in der
jeweiligen Zeile stehende Spieler beim Spiel gegen den in
der entsprechenden Spalte stehenden Spieler erzielte.

Losung ] Eunkte

Es seien A, B, C und D Eckpunkte des Trapezes,und es sel

AB “ CD., Weiterhin seien E der Mittelpunkt der Seite BC,

F der Mittelpunkt der Seite AD sowie G der Mittelpunkt

der Diagonalen AC und H der Mittelpunkt der Diagonalen BD.
Dann liegen nach der Umkehrung eines Teiles des Strahlen-
satzes und dem Satz {lber die Mittelparallele im Trapez ABCD
die Punkte G und H auf FE (Abb. L 835).
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Man wihle die Bezeichnung so, daB X5 2 UU ist.

. ) Abb. L 835

Behauptung: GH = % (I - TD).

Beweis: Aus dem Satz, daB8 in jedem Dreieck die Verbindungs-
strecke der Mittelpunkte zweier Seiten parallel zur dritten
verlduft und halb so lang wie diese ist, oder nach der Um-

kehrung eines Teiles des Strahlensatzes folgt

(1) Fl = 5 T sowie (2) F¥ = § TP,
Aus (1) und (2) folgt
- ¥C = % (I8 -CTD) = GH, WeZeboWe,

836) Losung: 1 _Punkte a) 3 Punkte b) 4 Punkte

a) In x lg der 25-prozentigen Losung befinden sich g?U% kg
des geltsten Stoffes, in y kg der 60-prozentigen Lésung
entsprechend %8%— kge

Somit hat x : y genau dann den gesuchten Wert, wenn sich
in den durch ZusammengieBen erhaltenen (x + y) kg genau

22—4%612 ky des geldsten Stoffes befinden, d. h. genau

dann, wenn

%%55 + %%Ux = ZiTé%ill gilt. Dies ist der Reihe nach
dquivalent mit 25 x + 60 y = 35 x + 35 y,

25y = 10 x,

]
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Das gesuchte Mischungsverhdélinis betrédgt somit 5 : 2.

b) Mit analoger Begriindung wie in a) hat x : y genau dann den
gesuchten Wert, wenn
P4q Po

x + ya—P—-(x+y)gilt.
100 100 100

Dies ist der Reihe nach #quivalent mit
Py.X + Doy = D Xt P Y
(pp=P)y =(p-py) 3%
Py = P
Pi= Py

=z,
¥

Das gesuchte Miachungsverhﬁltnis lautet:
Pol P
P Py




