A 11/125E XIII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR

3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklassen 11/12 = 1. Tag -

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen. Dies bedeutet

1231)

1232)

1233)

insbesondere, daB die in einer LOsung unbewiesen ver=-
wendeten Sachverhalte anzugeben sind. Der Losungsweg
(einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruktionen,
Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein. Die Gedan-
kengidnge und Schliisse sind gut lesbar in logisch und
grammatisch einwandfreien Sitzen darzulegen.

Die in vollen Lebensjahren gerechneten Altersangaben einer
Familie sollen folgende Bedingungen erfiillen:

Vor zehn Jahren war der Vater so alt wie seine beiden Kin-
der zusammen. Vor einigen vollen Jahrzehnten war er achtma
so alt wie sein Sohn, wdhrend gleichzeitig seine Tochter
dreimal so alt war wie ihr Bruder. Der Altersunterschied
zwischen Vater und Tochter betrdgt mehr als 20 Jahre und
zwischen Vater und Sohn weniger als 40 Jahre.

Man ermittle fiir das jetzige Alter von Vater, Tochter und
Sohn alle Angaben, die diesen Bedingungen entsprechen.

Man beweise, daB die Ungleichung

n m
van + B2 <: al + p=

fiir alle positiven reellen Zahlen a, b und alle natiirlichen
Zahlen m, n mit n > m gilt.

Es sei V = ABCD ein beliebiges (konvexes oder nichtkonvexes.
nicht iiberschlagenes ebenes Viereck.

Ferner seien A', B', C', D' diejenigen Punkte, fiir die die
Vierecke ABA'D, ABCB', C'BCD, AD'(CD Parallelogramme sind.
Man beweise, daB unter diesen Voraussetzungen folgende
Aussage gilt:

Dann und nur dann, wenn V nichtkonvex ist, liegen alle

vier Punkte A', B', C', D' auBerhaldb V.
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A 11/12;1I1 XIII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklassen 11/12 = 2. Tag -

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen. Dies bedeutet
insbesondere, daB die in einer Ldsung unbewiesen ver-
wendeten Sachverhalte anzugeben sind. Der Losungsweg
(einschlieB8lich Nebenrechnungen, Konstruktionen,
Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein. Die Gedan-
kenginge und Schliisse sind gut lesbar in logisch und
grammatisch einwandfreien Sdtzen darzulegen.

1234) Gegeben sei ein nicht notwendig regelmidBiges Tetraeder mit
den Eckpunkten P1, P2, P3 und P4.

Wir betrachten 4 Kugeln K, (1721, vaey, 4) mit P; als Mit-
telpunkt von Ki. Man beweise, daB die Forderung, derartige
Kugeln sollen sich paarweise von auBen beriihren, genau dann
erfiillbar ist, wenn

1235) Die MaBzahlen der Seitenléngen eines Dreiecks ABC seien 1_1,
Y3 und Y4 . Man beweise: Sind ® ,A und j die GroBen der
Innenwinkel dieses Dreiecks, so hat die Gleichung
xsinet + ysinﬂ + zsin {* = O als einzige Losung im Bereich
aller Tripel ganzer Zahlen das Zahlentripel (x;y;z) = (0;0;0).

Von den folgenden Aufgaben 1236 A und 1236 B ist genau eine aus-
zuwdhlen und zu losen:

1236 A) Eine Menge G von Elementen u, v, W, ... heiBt genau dann
eine Gruppe, wenn die folgenden drei Bedingungen erfillt
sind:

[1] In G ist eine Operation definiert, d. h. jedem Paar (u,v)
von Elementen u und v aus G ist eindeutig ein Element w
aus G zugeordnet, wofiir man u e v = w schreibt.

[2] Diese Operation ist assoziativ, d. h. fiir alle Elemente
u, v, w aus G gilt (u ev) ew=u o (vew).
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[3] Zu jedem Paar von Elementen u und v aus G existiert
mindestens ein Element x aus G, so daB u ¢ x = v gilt,
und mindestens ein Element y aus G, so daB y e u = v
gilt.

Es sei P die Menge aller reellen Zahlen. Fiir je zwei
Elemente a, b aus P ist durch a o¢ b = aVb<+1 + bv a2+1
eine Operation definiert.

Man beweise, daB die Menge P mit dieser Operation eine
Gruppe ist.

1236 B) Wl sei die Menge aller Punkte P (x,y) eines ebenen recht-
} winkligen kartesischen Koordinatensystems, wobei x, y

ganzrationale Zahlen seien, fiir die 0 ¥ x £ 4 und
0.3y s 4 gilt.
Man ermittle die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB bei belie-
biger Auswahl zweier verschiedener Punkte aus W der Abstand
dieser beiden Punkte eine ganzrationale MaBzahl besitzt
(MaBeinheit sei die Einheit des Koordinatensystems).

Anmerkung: Wenn n die Anzahl der verschiedenen Auswahl-
moglichkeiten zweier Punkte und m die Anzahl derjenigen
Auswahlmoglichkeiten ist, bei denen der Abstand eine
ganzrationale MaBzahl besitzt, so nennt man den Quotien-
ten % die zu ermittelnde Wahrscheinlichkeit. Dabei hei-
Ben zwei Auswahlmoglichkeiten genau dann verschieden,
wenn die bei ihnen ausgewidhlten (aus je zwei Punkten be-
stehenden) Mengen verschieden sind.



T /1243T XIII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklassen 11/12 - 1le Tag =

Ach ¢ Die Bemerkungen im Vorspann zu den Ldsungen fir die
1e Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe.

1231) Losungs 5 Punkte
Angenommen, die Angabe eines Alters des Vaters von x Jah=-
ren, der Tochter von y Jahren und des Sohnes von z Jahren
entspreche den Bedingungen der Aufgabee. Die Aussage iiber
den 10 Jahre zuriickliegenden Zeitpunkt filhrt dann auf
die Gleichung
x =10 = (y - 10) + (z - 10), also x+ 10 =y + 2z (1)

Die Aussagen fiber den Zeitpunkit vor einigen Jahrzehnten,
also vor 10n Jahren (n nattirliche Zahl, n > 1) fithren auf
die Gleichungen

X = 10n = 8(z = 10n) (2) und y = 10n = 3(z - 10n) (3).
Ferner gilt x = y>20 (4) und x -2< 40 (5).
aus (1), (2), (3) ergibt sich

X = 30n = 203 y = égn - lg; Z = Egn - g.

Hieraus und aus (4) folgt -gg-n o 2% > 20, also n>g§ 9 b
aus (5) folgt Zg-n - 2% < 40, also n< %-g < 4o Daher ergibt
sichn = 3 und somit x = 70, y = 45, z = 35.

Also ktnnen nur die Angaben, der Vater sei 70 Jahre, die
Tochter 45 Jahre und der Sohn 35 Jahre alt, den Bedingungen
der Aufgabe entsprechen.

In der Tat ist das der Fall; denn nach ihnen war der Vater
vor zehn Jahren 60 Jahre, die Kinder 35 bzwe. 25 Jahre alt,
der Vater also so alt wie die Kinder zusammene. Ferner war
vor 3 Jahrzehnten der Sohn 5 Jahre und der Vater 40 Jahre
alt, also achtmal so alt wie sein Sohn. Gleichzeitig war
damals die Tochter 15 Jahre, also dreimal so alt wie ihr
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L 11/12;1
Bruder. SchlieBlich betrdgt der Altersunterschied zwischen
Vater und Tochter 25 Jahre, also mehr als 20 Jahre, und
zwischen Vater und Sohn 35 Jahre, also weniger als 40 Jahre.
Daher sind alle Bedingungen erfiillte.

1232) Losungs 6 Punkte

OeBedeAs sei a £ be Ferner sei x = % gesetzte

Dann gilt (0<)x ¥ 1 und somit wegen n >m >0

n<._m
XS,

also (o w NP (£ R < (@™ 1B, duh

n n m m
(-a-—;.p—-)m < (é—i—p— )n’ also (an + bn)m < (am + bm)n
n m
b b
il
und daher wegen = >.0
3 2
(an + bn)n < (am + bm)m ’ WeZebDeWe o

1233) Losung: 8 Punkte

(I) Sei V nichtkonvex, 0eBedeA. an der Ecke C
einspringend.
Sei g die Gerade durch B, D; g
sei H diejenige durch g
begrenzte Halbebene, in
der A und C liegen.
Dann liegt V ganz in H,
nicht aber A' und C', da
die Parallelogramme ABA'D,
C'BCD die Strecke BD
als Diagonale haben.

Abb. L 1233
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(I1)

Somit liegen A', C' auBerhalb V. Da fermer der Imnen-
winkel von V bei C grogSer als 180° ist, gilt

X BAD + AR < 180°, also XBEB' = 180° - XIBC >ITBAD.
Somit liegt B' auBerhalb AABD und daher erst recht
auBerhalb V.

Ebenso folgt unter Vertauschung von B, B' mit D, D',

daB D' auBerhalb V liegte.

Sei V konvex, !
Die GroBen der Innenwinkel von V bei A, B, C, D seien
oafls)s d+ Indem man ndtigenfalls A, B, C, D der
Reihe nach in C, D, A, B umbenennt, kann man

(1) a+d gﬂ +y

erreichen. Indem man die nun mit A, B, C, D bezeichne=~
ten Punkte notigenfalls der Reihe nach in D, C, B,

A umbenennt (wobei (1) erhalten bleibt), kann man zu-
sdtzlich

) ot+p 2 p+d

erreichens

Aus (1) folgtd+J§ 360° = (o4 J), also
« +d 2180° =+ FADK', also

FIC 2 AR

Ebenso folgt aus (2) unter Vertauschung von B, B!
mit D, D!

ITIX @ I,

Die Strahlen aus D und B durch A' verlaufen daher in
das Innere oder l&nge eines Schenkels von < ADC bzwe
von < ABCe Ihr Schnittpunkt A' liegt somit im Innern
oder auf dem Rand von V.

Unter (I) wurde nachgewiesen, daB8, wenn V nichtkonvex ist,
alle Punkte A', B', C', D' auBerhalb V liegen.

Unter (II) wurde nachgewiesen, daB8, wenn V konvex ist, mine
destens einer der Punkte A', B', C!', D' im Innern oder auf

dem

Rand von V liegte.
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Daraus folgt, daB genau dann alle vier Punkte A', B', C', D'
auBerhalb liegen, wenn V nichtkonvex isty WeZebeWe.

Ein anderer Beweis zu (II) geht so vor, da8 man durch ge=-
eignete Wahl der Bezeichnungen ALBD s XTI *) und

X EBD S NACD erreicht. Dann liegt A' in demjenigen Paral-
lelogramm P, das von den Geraden durch A, B und durch A, D
sowie ihren Parallelen durch C gebildet wird. Hieraus
schlieBt man durch Betrachtung der Teilparallelogramme,

in die P von den Seitenparallelen durch A' zerlegt wird,
daB A' in V liegt.

*)
25 ABC bedeutet den Flicheninhalt des Dreiecks ABC

Abbe L 1233a



L9 /12T XIII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR

3. Stufe (Bezirksolympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 11/12 - 2+ Tag -

Achtungs: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Losungen fiir die

1e Stufe gelten auch fir die 3. Stufe.

1234) Ldsung: . 6 _Punkte

(I) Wenn vier derartige Kugeln existieren, die sich paar-

(11)

weise beriihren, so liegt der Beriihrungspunkt der Ku=-
geln K; und Kj (i # 33 iy J =1, eeey 4) auf der Ver-
bindungsstrecke der Mittelpunkte von K; und K;, also
auf Pin. Deher muB gelten r; + Ty = P;?; (13,

wobei Ty der Radius von K; und rj der Radius von Kj
seiene

Aus dem Gleichungssystem (1) erhdlt man

;i;:ri =PF, + P = PP + F;F, = P77 + PP (2)
=

Damit ist dieser Teil des Beweises beendete.

Wenn (2) gilt, so zeigt man, daB das Gleichungssystem (1
positive Losungen Ty seey Ty hats

Angenommen, Iy, eee, Ty seien eine LOsunge. Der halbe Um=-
fang des Seitendreiecks, das Pi nicht enthdlt, sei

83 (Ll eeny. 4)s

Aus (1) und (2) ergibt sich dann:

3r, + Ty + Ty + Ty = P1P2 + P1P3 + F1P4 s also

21’1 = P"IZ + 1113 + 1114 - iri, de he
1=1

Ty Baloiang v By R

P2P3 und entsprechend
Ty = 8; = FFy =83 - FF, = 5, -~ FF;
ry=8)=~FF =5, -FF =5, -FF,

I‘=S—PF = 8 -PP =S—PF
4 1 203 2 13 3 102
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Daher konnen nur diese r; das System (1) 16sen. Sie 16~
sen es in der Tat; denn fiir sie ist wegen (2)

1
2y + % = YO + O 4 T 4 BF, - 2 T T,

und entsprechend sind auch die ibrigen Gleichungen (1)
erfiillt.

Wegen der Dreiecksungleichung haben die genannten Ty
auch die Eigenschaft r; > 0 (i 1y esingiudde

Die Kugeln Ki um Pi mit diesen Ty als Radien

(e m T2, 350 4) berfihren sich mun wegen (1) paarweise
von auBenes Damit ist auch dieser Teil des Beweiseser-
brachte.

1235) Lésung: 7 Punkte
Es seien o.B.d.A.V 2 die MaBzahl der Streckenldénge BC,

73" die der Streckenldnge AC undy 4 die der Streckenlén-

ge EB. Fernmer seien oL die GroBe des Winkels CAB,/@ die
GroBe des Winkels ABC und f die GroBe des Winkels  BCA.

Ist d der Durchmesser des umbeschriebenen Kreises des Drei-
ecks ABC, so gilt auf Grund des Sinussatzes der ebenen
Trigonometrie

sinot-iz—, sinﬁgﬁ., sinx:?.
a d d

Folglich ist die gegebene Gleichung dquivalent mit der
Gleichung

xY2+yY3+22=0. (1)

Angenommen, es seien x, y und z ganze Zahlen derart, daB
das Tripel (x;y;z) eine Losung der Gleichung (1) darstellt,
Dann gilt 2xy‘f 6 + 2x° & 3y2 = 422, also

ny}’?s 422 - 2x2 - 3y2.

Da x, y und z ganze Zehlen sind, muB x oder y gleich Null
sein, weil sonst} 6 rational sein miiBte.
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1236)

(M)

(2)

Ist x = 0 oder y = 0, so folgt wegen der Irrationalitédt von
'E) bzwe Y2 auch auf Grund von (1) x =y = z = O.

Offensichtlich erfiillt das Zahlentripel (0;03;0) die Glei-
chung (1). Daher ist es das einzige ganzzahlige Losungs-
tripel dieser Gleichung und damit auch der gegebenen
Gleichunge.

Losungs 8 Punkte

Es ist zu zeigen, daB die gegebene Operation jeder der
Bedingungen [1] , [2] , [3] geniigt.
[1] ist erfullt, da mit a € P, b { P stets

ayfb? + 1+ by a® + 1 eine (eindeutig bestimmte) reelle
Zehl ist.
Zu [2] H

Wegen (aeb)ec = (a}[b +1+b}’a2+1 )}lc +1+c{(:Vb2+1+b Vaz+ ) + 1,
ae(bec) = a},(chE+1+ch2+1)2+1 +(bfc +1+ch2+1)V32+1

gilt (aeb)ec = ae(bec) genau dann, wenn jede der folgenden
Relationen erfiillt ist:

aV(b2+1)(02+1)' - aV(ch2+1 + cW241)? + 1
= c}l(a +1)(b2+1) -c (aVb2+1+bVa2+ ) +1 2

-
av(b +1)(c%+1) = a’J V(b +1)(c+1) + bc]
= c}(a®+1)(b%+1) - cV[V(a2+1)(b2+1)+ab]2 ,

(Es gilt némlich

(avb2+1+ b a2+1)2+1 = a2(b2+1)+b2(a2+1 )+1+2abV(a2+1)(b2+1)
(82+1) (b2+1)+2abV(a2+1) (b241)+ a2b2
[V(a2+1 )(b2+1) + ab]2 )
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(3) a V(b2+1)(c2+1) -a lf(bz+1(c2+1) + bc|

a ¢V (a+1)(b°+1) = o

1¢a241) (6%+1)+ ab| .

Die Relation (3) ist fir alle reellen a, b, c erfiillt, weil
fiir beliebige reelle Zahlen ,x,y stets

(x%+1 Wyt x%y2"  also

V(x%+1)(s%+1) > | xy| und folglich
@ 16ZDGAH) E xy >0 austallt.

Also ist auch [2] erfullt.

Zu [3]: Wegen a ¢ x = x ¢ a fiir alle a £ P, x { P geniigt
es zu zeigen, daB fiir alle reellen a, b die Gleichung

(5) a ox = b stets eine Losung hat.

Die Relation (5) ist dquivalent mit

(6) anE+1+x'\/;2—+_1’=b.

Die Zahl x kann nur dann Losung von (6) sein, wenn
7 a2(x2 + 1) =2 (b - x¥a° + 1)2 Bilte

Geniigt x der Gleichung (7), so muB x eine der beiden Zah~
len X4 oder X5 mit

x1,2 = b V32 $1%a Vbz + 1 seine.
Fir x ='x2 = b Va2+1 - aVb2+1 ergibt sich:

aex=2aex,=ay(bfa"+1= aVb2+1)2+1¥Ya2+f (bV§2+1‘- dVb2+15

= ay& 7&a2+1)(b2;§Lab)2l+ a(ab- V(a2+1)(bz+1’+b=b,

letzteres wegen (4).
(x = Xq= bVa2+1 + avg2+1 ist lbrigens genau dann Losung von

(6), de he von (5), wenn a = 0, also X, = X, iste)
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Bemerkung: Die Menge P mit der in der Aufgabe gegebenen Ope-
ration ist das isomorphe Bild von P mit der Addition als

Gruppenoperation bei der Abbildung durch
X -X
Yy = sinh x = LA - T (sinh x sog. Hyperbelsinus,
2 sinus hyperbolicus);

denn es gilt

sinh (0(+/l) = ginhol coshﬂ+ sinh/4 cosh &

a sinho(}/sinhz/3+ 1+ sinh/Q Vsinn2u + 1

ex+ex

2

mit cosh x =

(cosh sog. Hyperbelcosinus,
cosinus hyperbolicus).

Wenn ein Teilnehmer diesen Losungsweg widhlt, so muB er das
Additionstheorem nachweisen und :

entweders: den Satz zitieren, daB jedes isomorphe Bild
einer Gruppe eine Gruppe ist,

oders diesen Satz fiir den vorliegenden Fall ad hoc
beweisen, also zeigen, wie sich [1] ’ [2] ’ [3_]
aus der entsprechenden Eigenschaften fiir P mit
der Addition als Gruppenoperation ergeben:

(sinhe © sinhﬁ )osinhx = sinh(o£+ﬂ)081nhd” :
= ginh ((oc+/3)+x')
= sinh(l+ (/9*'2() = sinh«osinh(d+y)

= sinh o(o(sinhﬂ osiny Yo

sinhe sivhf= sinh /3 hat die Losung
siphg . sinh(/}-o(.); denn ..
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1236) Losung: 8 Punkte

Die Punkte von W sind die "ganz-
zahligen Gitterpunkte", die im
Innern oder auf dem Rende des
Quadrats ABCD liegen (siehe

Abb. L 1236 B). Ihre Anzshl be=-
tridgt 25. Daher gibt es genau

32_%_31 = 300 verschiedene Aus-

wahlmodglichkeiten fiir Punktepaare.
Der Abstand zweier Punkte der
Abb. L. 1236 B Menge Bl hat sicher dann eine ganz-
zahlige MaBzahl, wenn beide Punkte
auf ein und derselben Parallelen zu einer der beiden Koordi-
natenachsen liegen. Da auf jeder dieser 10 Parallelen Je
5 verschiedene Punkte liegen, erhdlt man

10 o Zzﬁ = 100 derartige Auswahlmdglichkeiten.

Es seien nun P1(x1, y1) und P2(x2, y2) zwei Punkte von‘ﬂl,

die nicht auf ein und derselben Parallelen zu einer der
beiden Koordinatenachsen liegen,

Die MaBzahl d ihres Abstandes ist dann nach dem Lehrsatz
des Pythagoras

amVx, - 2024 (3, = 9,02 -

Nun sind (x2 - x1)2 bzw. (y, - y1)2 je eine der Zahlen 1,
4, 9 bzwe 16, Daher wird d genau dann ganzrational, wenn

4

entweder |x2 - x1| = 3 und ‘yz - yﬂ

oder |x2 - x1| = 4 und |y2 - y1| 3 ist.

Das trifft nur fur solche Punkte P1, P2 zu, die auf ver-
schiedenen Seiten des Quadrats ABCD liegen, wobei genau
einer von ihnen Eckpunkt und keiner von ihnen Mittelpunkt
einer Quadratseite ist. Die Punkte konnen also nur die
Koordinaten (0,0), (0,1), (1,0), (0,3), (0,4), (1,4),
(3,4), (4,4), (4,3), (3,0), (4,0), (4,1) haben,

I
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Von ihnen geniigen jeweils die Punktpaare mit den Koordina=-
ten (0,0), (3,4) bzwe. (0,0), (4,3) bzwe (4,4), (0,1) bzw.
(4,4), (1,0) bzw. (0,4), 3,0) bzw.(0,4), (4,1) bzw.

(4,0), (0,3) bzw. (4,0), (1,4) und keine anderen den oben
angegebenen Bedingungen. Das sind genau 8 weitere Auswahl-
moglichkeiten mit ganzrationalen MaBzahlene

Also betrdgt die gesuchte Wahrscheinlichkeit



