A T:1 XITI. Olympiade Junger Mathematiker der DDR

3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse T - 1., Tag -

Achiung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen. Dies bedeutet

731)

732)

733)

insbesondere, daB die in einer L&sung unbewiesen ver-
wendeten Sachverhalte anzugeben sind. Der Lisungsweg
(einschlief8lich Nebenrechnungen, Konstruktionen,
Hilfelinien) muB deutlich erkennbar sein. Die Gedan=-
kengiinge und Schliisse sind gut lesbar in logisch und
grammatisch einwandfreien Sdtzen darzulegen.

Uber die Altersangaben (in vollen Lebensjahren) einer
Familie (Vater, Mutter und zwei Kinder) ist folgendes
bekannt:

(1) Die Summe aller vier Lebensalter betrigt 124.

(2) Vater und Mutter sind zusammen dreimal so alt wie ihre
beiden Kinder zusammen.

(3) Die Mutter ist mehr als doppelt so alt wie das #lteste
der beiden Kinder.

(4) Die Differenz, die sich ergibt, wenn man das Lebens-
alter der Mutter von dem des Vaters subtrahiert, ist
neunmal so gro8 wie die Differenz, die sich ergibt,

\ wenn man das Lebensalter des jiingeren Kindes von dem
des #lteren Kindes subtirahiert.

Wie alt ist jedes der vier Familienmitglieder?

Zeige, daB fiir jede Primzahl p 2 3 das Produkt (p+1)p(p-1)
durch 24 teilbar ist!

Konstruiere ein Trapez ABCD mit AB |[CD aus & = ¢ = 3 cm,
b=4cm, d =6cm, ¢ =9 cm!

Dazbei bedeuten a, b, ¢ und d in dieser Reihenfolge die Lén-
gen der Seiten AB, BC, CD, DA und e die Linge der Diagona-
len AC.

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion!

Stelle fest, ob durch die gegebenen Stiicke ein Trapez bis
auf Kongruenz eindeutig bestimmt ist!
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A T3;IT XITI. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse T - 2. Tag =

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen. Dies bedeutet
insbesondere, daf die in einer L&sung unbewiesen ver-
wendeten Sachverhalte anzugeben sind. Der Lisungsweg
(einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstrukitionen,
Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein. Die Gedan-
kengéinge und Schliisse sind gut lesbar in logisch und
grammatisch einwandfreien Sdtzen darzulegen.

734) Ermittle alle dreistelligen natiirlichen Zahlen a, die gleich
'der Hilfte der Swmme derjenigen beiden Zahlen sind, die durcl
zyklische Vertauschung der Ziffern von a entstehen!

Hinpweig: Wird die Zahl a durch die Ziffernfolge uvw darge~
stellt, so entstehen durch zyklische Vertauschung die Zah-
len vwu und wuv. Dabei sollen auch Moglichkeiten mit v = O
oder w = O zugelassen werden; die durch zyklische Vertau-

schung entstehenden Zahlen brauchen also nicht dreistellig
zZu sein.

735) Gegeben sei ein Dreieck ABC; der Schnittpunkt seiner Win-
kelhalbierenden sei W. Die Parallele durch W zu BC schneide
AC in M und AB in N.

Beweise: CM + BN = ¥

736) Ein mit konstanter Geschwindigkeit fahrender Zug fuhr iiber
eine 225 m lange Briicke in 27 sec {(gerechnet von der Auf-
fahrt der Lok auf die Briicke bis zur Abfahrt des letzien
Wagens von der Briicke).
An einem Fullgdnger, der entgegen der Fahrtrlchtung des ge~-
nannten Zuges ging, fuhr dieser in 9 sec voriiber. In die-
ser Zeit hatte der Puliginger 9 m zuriickgelegt.
Ermittle die Liénge des Zuges (in Meter) und seine Geschwin-
digkeit (in Kilometer je Stunde)!

| :
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L 7;:I XIIT. Olympiade Junger Mathematiker der DDR

3. Stufe (Bezirksolympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse T -1, Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Losungen fiir die

731)

732)

1. Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe.

Lggungs 6_Punkte

Wegen (1) und (2) ist die vierfache Alterssumme beider Kin=-
der gleich 124; die Kinder sind deshalb zusammen 31 Jahre,
die Eltern zusammen 93 Jahre alt. '

Da die Lebensalter der vier Personen in ganzen Jahren an-
gegeben werden und da 31 eine ungerade Zahl ist, so ist
von den Altersangaben der Kinder die eine gerade, die an-
dere ungerade. Daher ist die Differenz der Lebensalter der
beiden Kinder eine ungerade Zahl.

Betriige sie 3 oder mehr Jahre, so wdre sie bei den Eltern
27 oder mehr Jahre. Dann widre das eine Kind 17 Jahre oder
#lter, das andere Kind 14 Jahre oder jiinger, die Mutter

33 Jahre oder jiinger und der Vater 60 gahre oder #dlter.

Wegen 2 « 17> 33 und (3) entfdllt diese Moglichkeit. So-
mit betriigt die Differenz bei den Kindern 1 Jahr, bei den
Eltern also 9 Jahre.

Daraus folgt: )
Der Vater ist 51 Jahre, die Mutter 42 Jahre, das #dlteste
Kind 16 und das andere Kind 15 Jahre alt.

Lisung: 6 Punkte

Von den drei aufeinanderfolgenden Zahlen p-1, p, p+1 ist
stets eine durch 3 teilbar. Wegen p 2 3 ist die Primzahl p
uhgerade. Folglich sind p-1 und p+! unmittelbar aufeinan-
derfolgende gerade Zahlen. Da von zwei unmittelbar aufeinan-
derfolgenden geraden Zahlen stets eine durch 4 teilbar ist,
ist von den Zahlen p-1 und p+1 eine durch 2 und die andere
durch 4 teilbar. Somit ist (p=1)p(p+1) durch 3 und durch 8,
also, da 3 und 8 teilerfremd sind, auch durch 24 teilbar,
WeZeDeWeo
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L 7;:1

733) Losungs 8 Punkte

(1)

Tl\g \f Angenommen, ABCD sel ein
Trapez, das den Bedingungen
der Aufgabe entspricht.

| Punkt E liege zwischen A

und B auf AB und es gelte
I¥ = a - c.

(11)

(ITI)

Abb. L. 733

Dann ist EB = D = ¢, und EBCD ist ein Parallelogramm.
Nun 188t sich AAED aus XE, ED (= BC) und DX konstruie-
ren. Punkt C liegt erstens auf der Parallelen durch D
zu AE und zweitens auf dem Kreis um A mit dem Radius e.

Ferner liegt C auf derselben Seite der Geraden durch A !
und D wie E. Punkt P liegt erstens auf dem Strahl aus A
durch E und zweitens auf der Parallelen durch C zu ED.

Daher entspricht ein Trapez ABCD nur dann den Bedingun-
gen der Aufgabe, wenn es durch folgende Konstruktion er-
halten werden kann:

(1) Wir komstruieren ein Dreleck AED aus AE = 3 cm,

ED = 4 cm und AD = 6 cm.

(2) Wir ziehen durch D die Parallele zu AE,

(3) Wir schlagen um A mit dem Radius e einen Kreis.
Schneidet er die in (2) gezogene Parallele in
einem Punkte, der auf derselben Seite der Geraden
durch A und D liegt wie E, so sei dieser C genannt.

(4) Wir zeichnen den Strahl aus A durch E.

(5) Wir ziehen durch C die Parallele zu ED. Schneidet
sie den in (4) gezeichneten Strahl, so sei dieser
Schnittpunkt B genannt.

Beweis, daB jedes so konstruierte Trapez ABCD den Be~
dingungen der Aufgabe geniigt:

Nach Konstruktion ist AD =

Weiter ist nach Konstruktion AC = e. Da EBCD nach Kon~
struktion ein Parallelogramm ist, gilt schlieBlich



L 71

(V)

BC (; ED) = b und, da E zwischen A und B liegt,
auch AB- C (= B - FB =I¥) = a - ¢.

Mit den gegebenen GrofBen ist Konstruktionsschritt (1)
big auf Kongruenz nach dem Kriterium (s,s,s) eindeutig
ausfiilhrbar. Ebenso ist (2) eindeutig ausfiihrbar, Kon-
gtruktionsschritt (3) liefert wegen AC > ID zwei
Schnittpunkte, von denen genau einer auf derselben
Seite von AD liegt wie E. SchlieBlich sind auch (4)
und (5) eindeutig ausfiihrbar.

Daher ist ein Trapez ABCD durch die gegebenen Stiicke
bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt.



L 7:I1 XIIT. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Losungen und Punkitbewertung
Olympiadeklasse 7 - 2. Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Lisungen fiir die
1. Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe.

734) Losung: 7 _Punkte
Angenommen, eine Zahl mit der Ziffernfolge xyz entspreche
den Bedingungen der Aufgabe., Dann ist
a 100x + 10y + z gleich der Hdlfte der Summe von
b 100y + 10z + x und
¢ = 100z + 10x + y. Demnach gilt:
200x + 20y + 2z = 2a = b + ¢ = 101y + 110z + 11x, also
189x = 81y + 108z
und daher (1) Tx = 3y + 4z.

Folglich ist 7 ein Teiler von 3y + 4z und daher auch von

3y + 4z - Tz = 3(y - z), also von y - z. Wegen 0 S y 9,
0 € z £9 folgt hieraus, daB entweder y = z und nach (1)
" danny =z = X 21 gilt oder z um 7 groBer ist als y.

‘Daher verbleiben fiir y und z nur die in der folgenden Tabel=-
le genannten Moglichkeiten, zu denen jedesmal wegen (1)
nur das angegebene x gehitrt:

E

N = O =3 (0 W ses N —
O~ O = \O see N -
Ul B W O see p =

(Xeg
[}

Daher konnen htchstens die Zahlen 111, 222, 333, 444, 555,
666, 777, 888, 999, 592, 481, 370, 407, 518, 629 Losungen
sein.
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L 7;11
Fiir 111, eeey, 999 ist dies unmittelbar klar; ferner gilt

% (925 + 259) = 1184 : 2 = 592; £ (814 + 148) = 962 : 2 = 481,
3 (703 + 37) = 740 : 2 = 370, % (74 + T40) = 814 : 2 = 407,
3 (185 + 851) = 1036 : 2 = 518, % (296 + 962) = 1258 : 2 = 629.

Also erfiillt jede dieser 15 Zahlen die Bedingungen der Aufgabe.

735) Losune: 6 Punkte ¢
Abb. L 735
N

A 8
Aus FCBW = X WEW (1t. Voraussetzung)
und <L CBW = =X NWB (Wechselwinkel an geschnittenen

Parallelen)
folgt
E WEN = ENWE o

Deshalb ist das Dreieck BNW gleichschenklig mit der Spitze N,
und es gilt
(1) BN = W

Analog beweist man (2) TN = WW.
Aus (1) und (2) folgt ON + BN = MW + WW, also
TH + BN = WN, w.z.bew..

T736) Lssung: 1 _Punkte
Man konnte sich vorstellen, dafB der FuBginger im selben
Augenblick die Briicke (entgegengesetzt zur Fahrtrichtung
des Zuges) verldBt, in dem die Lok auf die Briicke fzhrt.



L 7311
Wenn der FuBginger nach 9 sec 9 m zuriickgelegt hat, fahrt
der letzte Wagen des Zuges an ihm vorbei. Bis zum Verlassen
der Briicke benttigt dieser Wagen wegen 27 = 9 = 18 noch

18 sec. In dieser Zeit legt er wegen 225 + 9 = 234 genau
234 m zuriick. Folglich betrug wegen 234 : 18 = 13 die
Durchschnittsgeschwindigkeit des Zuges 13 §§E’ das sind

wegen 13 ° %%%% = 46,8 genau 46,8 %E.

Da der Zug zur Briickeniiberfahrt 27 sec benstigte, legte

die Lok wegen 13 < 27 = 351 in dieser Zeit 351 m zuriick.
Diese Strecke setzt sich aus den 225 m Linge der Briicke

und der Li#nge des Zuges zusammen. Wegen 351 = 225 = 126
hat der Zug mithin eine Linge von 126 m.



