ACAN/12s (T XII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
4, Stufe (DDR-Olympiade)
Olympiadeklassen 11/12 - 1. Tag -

Achtung: Allé Aussagen sind stets zu beweisen bzw. zu begriinden.
Dies bedeutet insbesondere, da8 die in einer Lisung un-
bewiesen verwendeten Sachverhalte anzugeben sind. Der
Lssungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruk-
tionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein. Die
Gedankengidnge und Schliisse sind in logisch und gramma-
tisch einwandfreien Sétzen darzulegen.

1241) Man untersuche, ob unter allen Paaren (a,b) positiver
reeller Zahlen solche existieren,:fiir die
Bocogd th Songlo s
b a b
f(a,b) = & + = -4
i, S Sk R

a

b
a

+

o |®

einen kleinsten Wert annimmt. Wenn ja, dann ist dieser
kleinste Wert anzugeben.

1242) Es sind alle Paare (x,y) ganzer Zahlen anzugeben, fiir die
die Gleichung x(x+1)(x+7)(x+8) = y2 erfiillt ist.

1243) Ermitteln Sie die griBte Anzahl von paarweise verschiedenen

Gebieten, in die die Oberfliche einer Kugel durch n auf
dieser Oberfléche gezeichnete Kreise zerlegt werden kann!
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Olympiadeklassen 11/12 - 2. .Tag -

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen bzw. zu begriinden.

1244)

1245)

Dies bedeutet insbesondere, daB die in einer Lgsung un-
bewiesen verwendeten Sachverhalte anzugeben sind. Der
Lssungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruk-
tionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein. Die
Gedankenginge und Schliisse sind in logisch und gramma-
tisch einwandfreien S&tzen darzulegen.

Es seien P1 und P2 zwei Punkte im Raum mit den reghtwink-
ligen kartesischen Koordinaten (3;4;0) bzw. (10;8;4).

Es ist zu untersuchen, ob es zwei Punkte P3 und P4 mit
ganzrationalen Koordinaten gibt, so daB das Viereck
P1P2P3P4 ein Quadrat ist. Wenn ja, dann sind alle Msglich-
keiten fiir P3 und P4 anzugeben.

Jemand schrieb auf die 6 Fliéchen eines Wiirfels je eine
reelle Zahl, wobei sich unter diesen 6 Zahlen die Zahlen

0 und 1 befanden. Danach ersetzte er jede dieser 6 Zahlen
durch das arithmetische Mittel der 4 Zahlen, die zuvor auf
den 4 benachbarten Fldchen gestanden hatten. (Dabei merkte
er sich jede alte, zu ersetzende Zahl auch, nachdem sie
ersetzt war, so lange, wie sie noch zur Mittelbildung fiir
die Zahlen ihrer Nachbarflichen herangezogen werden mufte.)

Mit den 6 so entstandenen neuen Zahlen wiederholte er diese
Operation. Insgesamt fiihrte er sie fiinfundzwanzigmal durch.
Zum SchluB stellte er fest, daB er auf jeder Fldche wieder
die gleiche Zahl wie zu Beginn stehen hatte.

Konnte er dieses Ergebnis bei richtiger Rechnung erhalten?

30 05 19-1 (588) : : 1
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Von den nachstehenden Aufgaben 1246A und 1246B ist genau eine
auszuwdhlen und zu l&sen:

12464)

1246B)

Man zeige, daB der Term 14 ; :os:o:inx im Intervall

0 %x 5‘%‘eine gute Ngherung fiir den Term x darstellt,
indem bewiesen wird, daB fiir alle x in dem angegebenen
Intervall der Betrag der Differenz beider Terme kleiner
als 10~% ist.

Anmerkung: Es gilt W = 3,14159 + § mit 0<8<10™>
und 12 = 1,41421 + £ mit 0<£<10°2.

In der Ebene seien zwei auBerhalb voneinander gelegene,

sich nicht beriihrende Kreis#":kﬁﬁg'k2 sowie ein auBer-

halb beider Kreise gelegener Punkt A gegeben, Gegucht %gt

ein gli;chseitiges Dreieck A ABC so, da8 B 5%%;%5““ bt
; ool vt 1

C au P liegen.

a) Man begriinde und beschreibe eine Konstruktion solcher
Dreiecke.

b) Man ermittle die grofBte Zahl, die als Anzahl der ge-
suchten Dreiecke & ABC in denjenigen Fdillen auftreten
kann, in denen es nicht unendlich viele solche Dreiecke

. gibit,

30 05 19-1 5)
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Lgsungen und Punktbewertung
Olympiadeklassen 11/12 - 1. Tag -

1241) Ldsung: 5 Punkte
Filr alle positiven reellen Zahlen a,b gilt

f£(a,b)

qgrnz
ol

2 2 2
B L2 (BB 4 (@24 D
a b° ;5 b A

N
& o
+

(&
b
g-02.2_ 3+ (2
?_% - % + 2 = 2.

Dabei kann das Gleichheitszeichen nur gelten, wenn % - % = 0
ist, woraus (wegen a,b> 0) a = b folgt.

2
= (& b 1)2_
ke

+
o o
-

1l
—~
~

ol

1

Umgekehrt gilt fiir a = b sowohl S - h = 0 als auch
J{H 0, also das ebengenannte Gleichheitszeichen.
Somit nimmt f(a,b) den Wert 2 als kleinsten an.

1242) Lysung: 6 Punkte

Angenommen, (x,y) sei ein Paar der geforderten Art. Dann
ist u = x+4 eine ganze Zahl, die

(u-4)(u-3)(u+3)(u+d) = y2, also (u® - 9)(u? - 16) = 32 (1)
erfillt. Pur t = u> - 42 ist dann 2t ganz, und es gilt

(t + %)(t i %) =.y2, also (2t)2 - (2y)2 = 49 bzw,

(2t + 2y)(2t - 2y) = 49 (2).

Also kann (2t + 2y) nur eine der Zahlen 49, 7, 1, -1, -7,
-49 sein, Die Werte, die sich daraus filr die zuvor-genann-
ten GriBen ergeben, zeigt die folgende Tabelle, aus der
zugleich ersichtlich ist, daB durch die gefundenen Werte
fir x und y auch die vorgegebene Gleichung erfiillt wird:

30 05 19-1 (588) 1
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2t42y| 2t-251 t |y | uZ| u| x| x(x+1)(x+7)(x+8) 2
49 1112,5) 12| 25| 5| 1] 1.2-8.9 144
; -5 -2 (-9):(-8)<(-2).(-1) 144

7 71 3,51 .0l 16| 4] o o«i.7-8 0
-4]|-8] (=-8)(-7)(-1).0 0

1 49 | 12,5|-12| 25| 5| 1| 1-2.8.9 144
-51-9] (-9)(-8)(-2)(-1) 144

—1 -49 +12,5| 12| O] o|-4| (-4)(-3).3.4 144
=7 Nl ol gt it s | G ie-0en )
af 27 | 6736041 0

-49 crbazsleie] o) o) -4 | (-a)¥(-3)+3-4 144

Die gegebene Gleichung ist mithin genau fiir die folgenden geord-

neten

Paare ganzer Zahlen (x,y) erfiillt:

C-10)3 (=7,0)5 (4,412

1243)

Losung: 8 Punkte

Es seien k1,..., kn paarweise verschiedene Kreise auf der
Kugeloberfliche. Die Anzahl der Gebiete, in die die Ober-
fléche durch k,,..., k; zerlegt wird, sei a; (Hm dpae Limie
Der Kreis ki+1 schneide my der Kreise k1,..., ki

(45= 1) e 0esn=1): -Dannegilt 84,1 s a; + 2m;,und darin das
Gleichheitszeichen genau dann, wenn ki+1 jeden def‘mi Kreise,
die er schneidet, in zwei voneinander und von allen Schnitt-
punkten der Kreise k1,..., ki verschiedenen Punkten schnei-
det. Denn gelten diese Bedingungen, so liegen auf ki+1

genau 2mg verschiedene Schnittpunkte mit je einem der (
k1,.... ki’ und der Bogen von jedem dieser Schnittpunkte

bis zum néchsten (beziiglich der Anordnung, die sich mit
einer Durchlaufung von k1+1 ergibt) zerlegt je genau ein
vorher vorhandenes Gebiet in genau zwei neue, gibt also
AnlafB dazu, a; um genau 1 zu vergroflern.

Sind jedoch nicht alle diese Bedingungen erfiillt, so liegen
auf ki+1 weniger als Zmi Schnittpunkte, und es entstehen
weniger neue Gebiete.

‘4



T 30/8:25 T

Also wird, wenn es Kreise k1,...,kn gibt, von denen jeder
jeden anderen in zwei Punkten derart schneidet, daB8 durch
jeden dieser Schnittpunkte genau zwei der Kreise gehen,
der griBtmsgliche Wert von 8, als diejenige Zahl angenom-
men, die sich rekursiv aus

aj,q =ag+ 21 (152 0,850, n=1). ergibt,

Diege Rekursion fiilhrt auf

a, = a; + 200y

= a, + 2T k262

o
w
|

s lotpiatet e o ohoyons wralelie nlc S mietie Belp
= a4 2014 2°2° %0000 + 2:(n-1) als groBtmsglichen Wert
von a, falls es Kreise k1,...,kn in der geschilderten Lage
gibt.

Das ist nun tatsdchlich der Fall, wie z. B. aus Abb. L 1243
ergichtlich ist (k1,...,kn gsind gleichgroBe Kreise mit ge-
niigend kleinem Radius gegeniiber dem Kugelradius und mit
dquidistant so dicht beieinander auf einem und demselben
GroBkreis liegenden Mittelpunkten, daB noch die beiden
duBersten Kreise k1 und kn sich zweimal schneiden).

jo)
I

Nun ist a, = 2, und damit erh&dlt man als die gesuchte groB-
te Gebietszahl a, = 2 + el e 2. 3 el e (a=)NWi=e2 ot n-1.)n.

Abb. L 1243
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1244) Losung: 5 Punkte
Zur Vereinfachung der Darstellung wird die Schreibweise:
Punkt + Vektor = Punkt benutzt.

g
Piir den Betrag des Vektors P1P2 gilt:

|27 )= T(a023)2 « Card) s 4259,
Zwei Punkte P3 und P4, die der Aufgabenstellﬁng geniigen,

existieren genau dann, wenn ein Vektor P1 4 mit ganzratio-
nalen Koordinaten existiert, fiir den |P 4| 9 (1)

und P1P4 % P1P2 =0 (2)axet.

Denn existieren P3,P , S0 hat P B die genannten Eigen-
schaften, und existiert umgekehrt P f » 80 erhdlt man mit
(3) P4 = P1 + P1P4 und P3 = P2 + P1f4 zwei Punkte, die

offensichtlich der Aufgabenstellung geniigen.

—_—
Angenommen, der Vektor P1P4 = (i) mit ganzrationalen x,y,z
erfiille die Bedingungen (1) und (2), dann erhdlt man das

Gleichungssystem: x° + y2 4. g%, 81

)
YDy
™= + 4y + 42 = 0 )

Aug diesem Gleichungssystem folgt
(5) z
%2 + y2 + (y + %x)

2
y2 + %xy + %ng - Q%

Y1,2

]

-y + 0

n

81, also

0, woraus man
= g-x fy-g%xz - %12 + 8—;'bzw.
3-7x t81.32 - 81x2 )  baw.

3-7xt 9f32 - x°)  ernuit.

(6)
Da x und y ganzrationﬁle Zahlen sind, folgt aus (6), daB
auch '32 5 x? ratiopal und daher 32 - x° eine Quadratzahl
ist. Das ist nur fiir X 2" ¥ 4 der Fall. Man erhiélt daraus

30 05 19-1 (588) ' 1
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fir y:
¥iq % 33 9297 -81 395 = 8; Fgo =~1s
Aus (5) ergeben sich die zugehsrigen Werte fiir z:

= -8; z =8,

211 29:7 M Bgg = <15 800
Durch Einsetzen in das Gleichungssystem (4) bestdtigt man,

daB diese Werte Lgsungen sind. Da sie auBerdem ganzrational
sind, gibt es mithin genau 4 Quadrate, die die Bedingungen

der Aufgabe erfiillen. Aus (3) erh#lt man ihre Eckpunkte:

P3,(14595-4), P, (7;5;-8)
P5,(145035), P, (75-431) ;
P33(651653), Pyq(-1;12;-1);
P34(6;7;12), P44(—1;3;8).

1245) Losung: 8 Punkte

Angenommen, die durch die beschriebene Operafion neu ent-
standenen Zahlen wurden jeweils auf einen neuen Wiirfel
geschrieben. Dann hdtte man auf diese Weise 26 Wiirfel mit
Zahlen beschrieben. Es sei nun my die griBte der Zahlen
des i-ten Wiirfels (i = 1,2,...,26). Da das arithmetische
Mittel reeller Zahlen bekanntlicH nicht groBer als die
groBte dieser Zahlen ist, gilt nun

m, ?‘mz 2 my 2.,..2 Dyge

Angenommen, das Ergebnis wdre bei richtiger Rechnung zu
erhalten. Dann hdtten sich auf.dem 26. Wiirfel die gleichen
Zahlen wie auf dem 1. Wiirfel ergeben. Folglich miiBte

Myg = W, und damit m, =m, = My =My = .00 = Mye gelten.
Also hdtte u.a. auf einer der 6 Fldéchen des 3. Wiirfels m,
gestanden., Mithin wire m, das arithmetische Mittel der
Zahlen b1,b2,b3,b4 auf den benachbarten Flichen des 2.
Wiirfels, also miiBte gelten:

m, = i-(b1 + by + b3 + b4). Hieraus folgt
4m1 = b1 + b2 + b3 + b4 bzw.
(1) (m1 - b1)‘+ (m1 - b2) + (m1 - b3) + (m1 - b4) = 0,
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Wegen b, = m, (i =1,2,3,4) folgt aus (1):

m, = b1 = b2 = b3 = b4, d.h. auf 4 der Fldchen des 2.

Wirfels hdtte die gleiche Zahl m, gestanden. Analog hitte
dann aber auf allen 6 Fldchen des 1. Wiirfels die Zahl m,
gestanden, was laut Aufgabe nicht der Fall war.

Dieser Widerspruch beweist, daB die Annahme falsch war.
Das genannte Ergebnis konnte somit nicht durch richtige
Rechnung erhalten werden.

1246A) Lgsung: 8 Punkte

£(x) = 1

i 14 + cosx)sinx ,
Es sei f(x) = x - S——_§—:_EE%E§__‘ Dann gilt:

(14cg§x+c052x—sin2x)(9+Gcosx)-(14sinx+sinxcosx)(—651nx)
(9+6cosx)2

2 3

81+108cosx+36c052x-126003x—84coszx-9cos x-6cos

(9+6cosx)2

2

X

2 2

xco8x-848in“x-6sin“xcosx

(9+6005x)2

3

X - bcos”’x
(9+6005x)2

2(1 - 3cosx + Bcoszx - cosBx)
3(3 % 2coax)2

= 2§1 - 003123 .

3(3 + 2cosx)2

+ 9(1—cog§x)+6sin

2

6 - 18cosx + 18cos

Fir 0 <x S % gilt 1 - cosx > 0, also £'(x)> 0. Folglich

ist f(x) in dem Intervall [b, %] streng monoton wachsend.

Daher und wegen f£(0) = O gilt in diesem Intervall

0% £(x) § f(g). ot

Man erng1t £(§) - J - _E 11_@_—_22
9+3f'



L 39/ai25 BT

Nun gilt wegenf < 3,1416 und -{_2-' >1,41421 1{<O,7854

4102 = 25 5 41:1.41421 = 25 50,7853, also

f(%)‘: 0,7854 - 0,7853 = 0,0001 = 10—4, d.h. der Betrag

der Differenz von x und (14 + coex)sinx ist fiir alle x in

9 + bcosx

dem Intervall [O, %] kleiner als 10'4, w.z.b.w..

1246B) Losung: 8 Punkte
) Angenommen, ein Dreieck /\ABC habe die verlangten

(11)

Eigenschaften, dann geht B durch eine Drehung mit
dem Drehpunkt A und einem Drehwinkel der GrofSe 60°
in C {jber. Ist k% das Bild von k1 bei dieser Drehung,
so ist folglich C ein gemeinsamer Punkt von k% und
ky.

Daher hat ein Dreieck AABC nur dann die verlangten

Eigenschaften, wenn es durch folgende Konstruktion

erhalten werden kann:

(1) Man konstruiere den Strahl s aus A durch den
Mittelpunkt M1 von k1.

(2) Dann trage man in A an s einen Winkel der
Groge 60° an.

(3) Sein freier Schenkel schneidet den Kreis um A
durch M1 in einem Punkt M%.

(4) Hat der Kreis kj um Mj mit dem Radius von k,
einen gemeinsamen Punkt C mit dem Kreis k2, 80
errichte man

(5) iiber AC dasjenige gleichseitige Dreieck &\ ABC,
fiir das die Drehung mit dem Drehpunkt A und
einem Drehwinkel der GroBe 60°, die B in C
iiberfiihrt, gleichsinnig ist zu
der Drehung mit dem Drehpunkt A und einem Dreh-
winkel der GroBe 60°, die M, in M} iberfihrt.

(III) Beweis, daB jedes so konstruierte Dreieck Z\ABC die

verlangten Eigenschaften hat:
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Nach (II)(5) ist L\ABC gleichseitig, ferner liegt
C nach (II)(4) auf k,. AuBerdem liegt C noch auf
k;, und diejenige Drehung mit dem Drehpunkt A und
einem Drehwinkel der GriBe 60°, die zu den in
(II)(5) genannten Drehungen gegensinnig ist, fiihrt
C in B sowie k; in k, iiber. Folglich liegt B auf

k

1

q°

b) Konstruktionsschritt (II)(1) ist stets eindeutig aus-
filhrbar, Konstruktionsschritt (II)(2) stets auf genau
zwel verschiedene Weisen. Da Konstruktionsschritt
(II)(3) wiederum eindeutig ausfiihrbar ist, erhdlt man
durch die Schritte (1),(2),(3) somit genau zwei ver-
schiedene Punkte M 11 und M 10° Jeder der beiden folg-
lich bei (4) entstehenden Krelse [P k;z kann nun,
wenn er nicht unendlich viele gemeinsame Punkte mit
k2 hat, hochstens zwei Punkte mit k2 gemeinsam haben,
Die gesuchte griBte Anzahl kann daher hochstens 4 be-
tragen. DaB sie genau 4 betridgt, ist bewiesen, wenn
man eine spezielle Lage von A, k1, k2 angeben kann,
die alle Voraussetzungen der Aufgabe erfiillt und zu
genau 4 gemeinsamen Punkten fithrt. Dies ist z.B. fol-
gendermaflen mdglich:
Es seien M1M11PQRM12 ein regelmdfBiges Sechseck mit dem
Mittelpunkt A und N 11,N;2 die Mittelpunkte der

Strecken AM1 bzw. AM;1 bzw. AMQ2 Ferner seien

k k11,k;2 die Kreise um M bzw. M;1 bzw. M12 durch

N;1 (und N ) bzw. N, bzw. N1. Der Punkt A liegt auBer-

halb dieser drei Kreise, da AM1 gemeinsame Tangente

von k11 und k12 und AM11 Tangente an k1 Ist.

Schneiden ferner k;1 bzw. k;z die Strecke M;1P bazw.

M12R in C11 bzw. 021, so liegen A und Q auf verschie-

denen Seiten der Geraden durch 011 und C

Diese schneide AQ in D. Wihlt man nun einen Punkt E

zwischen A und D, so liegt der Mittelpunkt des Kreises

k durch E 011,021 auf dem Strahl aus E durch Q, und

folglich liegt A auBerhalb kz. Ferner schneidet k2 den

Kreis k’1 auBer in 011 noch in einem Punkt 012. Wiirde

2

5
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er ihn ndmlich nur in C,, beriihren, so miilte die Gerade

durch C und 021 gemeinsame Tangente von k2 und k;1

11

sein, konnte also mit k2 keinen zweiten Punkt gemeinsam
haben. Entsprechendes gilt fiir k;e, so daB in der Tat
genau 4 verschiedene Punkte C,, (i,k = 1,2) entstanden
sind. (Abb. L 1246B)

Abb. L 1246B



