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XII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
2. Stufe (Kreisolympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 10

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Lisungen fiir die

1. Stufe gelten auch fiir die 2. Stufe.

1021) Losung: 6 Punkte

1022)

Da z, und z, aus den gleichen Ziffern bestehen, haben sie
auch die gleiche Quersumme q. Daher lassen beide Zahlen
bei Division durch 9 den gleichen Rest r (0 § r <9).
Mithin gilt:

z, = 9n + r sowie z, = 9m + r (n, m natiirliche Zahlen).
9|n - m}, d.h. |z, - 2z,| ist durch

]

Daraus folgt]z1 - 2,

9 teilbar.
Losung: 10 Punkte: a) 5 Punkte b) 5 Punkte
/5
Abb, L 1022

8

b) Den Korper kann man sich entstanden denken, indem man
aus einem Wiirfel mit der Kantenliénge a einen Tetraeder-
korper mit quadratischer Grundfliche (Seitenlsnge a)
und der zugehdrigen Hshe der Linge a herausschneidet.
Daher gilt fiir das Volumen V dieses K&rpers

V= 83 - % 32 avas % 33 "
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1023) Lgsung: 12 Punkte: (I) 6 Punkte (II) 3 Punkte

(T)

(I1)

(III) 3 Punkte

Da A und B auf der ersten Parabel liegen, miissen ihre
Koordinaten die Gleichung y = x2 erfiillen. Da beide
Parabeln symmetrisch zur y-Achse liegen, miissen A und
B symmetrisch zu dieser Achse liegen; B sei der im
ersten Quadrant gelegene unter diesen beiden Punkten.
Weiter miissen auch A1 und B1 symmetrisch zur y-Achse
liegen, d.h. der Ursprung des Koordinatensystems ist
der Mittelpunkt der Strecke A1B1. Da ferner nach Vor-
aussetzung I;FT = ﬁﬁ? ist, gilt fiir die Koordinaten
Xq3Y4 des Punktes B folgende Beziehung:

yq = 2x1.

Aus dem Gleichungssystem (1) Y= 112 (2) ¥y = 2x1
erhdlt man x, = 2 und ¥y 4. i

(Die zweite Losung des Gleichungssystems, X, = 0 und
Yy = 0 entfdllt, da auf der Symmetrieachse der zwei-
ten Parabel kein Punkt auBer dem Scheitelpunkt liegen
kann. )

Also gilt B (2;4) und damit A ( -2;4).

Da die zweite Parabel den Scheitelpunkt S (0;6) hat,
lautet ihre Funktionsgleichung

y = ax2 + 6, mit einer geeigneten reellen Zahl a.
Diese Gleichung muB durch die Koordinaten von B er-
fillt werden. Daher erhdlt man 4 = 4a + 6 und daraus
Die zweite Parabel ist mithin der Graph der Funktion,
deren Gleichung y = -%12 + 6 lautet.
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(III) Ihre Nullstellen erhélt man daher aus der Gleichung
q: 0,2
—% X+ 6 = 0.
Sie lauten x5, = Y12 und Xgp = = Yi2.
Die gesuchten Schnittpunkte der zweiten Parabel mit
der x-Achse haben demnach die Koordinaten

({12 ;0) una (=¥12; 0).
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Abb, L 1023
(wird vom Schiiler nicht verlangt)
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1024) Losung: 12 Punkte: a) 6 Punkte b) 6 Punkte

a) Angenommen, es gibe ein derartiges rechtwinkliges
Dreieck AABC und es seien die MaBzahlen der Lingen
der p zugeordneten Kathete mit a
der q zugeordneten Kathete mit b und
der Hohe mit h bezeichnet.
Nun unterscheiden wir folgende beiden Fdlle:

Fall 1: Die eine der zu ermittelnden Wurzeln wird durch
h, die andere durch a oder b dargestellt.

Fall 2: Die eine der zu ermittelnden Wurzeln wird durch
a, die andere durch b dargestellt.

Im Fall 1 gilt: h° = p . q = 12 sowie
a2 = p(p+q) = 133.

Daraus erh&dlt man durch Subtraktion

p? = 121, also p = 11, da p >0 gilt.

Mithin gilt q = %%, und man erh#dlt tatsdchlich

h2 = 12 sowie 32 = 133, also h = '/T?u.nd a = 4/133.

Im Fall 2 gilt: (wenn o0.B.d.A. a> b angenommen wird)

a® = p(p+q) = 133 sowie b° = q(p+q) = 12,

Durch Addition erhdlt man daraus

(p+q)2 RS 145, folglich ist p+q keine ratio-

nale Zahl.

Also gibt es im Fall 2 kein Dreieck, das den Bedingun-

gen der Aufgabe entspricht.



b) Hier gilt im Fall 1: h2 = p.q = 11 sowie
al = p(p+q) = 133.
Daraus erh#élt man durch Subtraktion p© = 122, folglich
ist p nicht rational.
Also gibt es im Fall 1 kein Dreieck, das den Bedingun-
gen der Aufgabe entspricht.

Im Fall 2 gilt: (1) al = p(p+q) = 133 sowie

! b2 - q(p+q) = 11.
Daraus erh#lt man durch Addition (p+q)2 = 144, also
wegen p,q > 0 p+q = 12 bzw. q = 12 - p.
Durch Einsetzen in (1) ergibt sich 12p = 133,
also p = 132 und mithin q = 3} .
Tatséichlich erhélt man in diesem Falle a° = 133,
also a = Y/ 133, sowie B2 11, also b = YT, wie es
verlangt war.



