A 11/12;3 I XI. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklassen 11/12 - 1., Tag -

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen. Dies bedeutet
insbesondere, daf die in elner L¥sung unbewliesen ver-
wendeten Sachverhalte anzugeben sind. Der L¥sungsweg
(einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruktionen,
Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein. Die Gedan-
kengéinge und Schlilsse sina in logisoch und grammatisch
einwandfreien SHitzen darzulegen.

11/12/111/1) Gegeben seien in einer Ebene zwel sich schneidende
Geraden g und h. Die Gr¥Be des einen ihrer vier Sehnittwinkel
sei a S 90°.
a) Es ist zu beweisen:
Zwel nacheinander ausgefiihrte Spiegelungen der Ebene, erst an
g, dann an h, lassen sich stets durch eine Drehung der Ebene
ersetzen (d.h. sie sind einer Drehung der Ebene dquivalent) ;
deren Drehpunkt und Drehwinkel sind zu ermitteln.
b) Es ist festzustellen, ob sich dieselbe Drehung wie in a)
ergibt, wenn man erst an h und dann an g spiegelt.

11/12/I11/2) Man beweise, daB8 die Gleichung
(1) 4* + 6% = o
keine rationalen L¥sungen besitzt.

11/12/111/3) 21 leere Felder, die in Form eines Rechtecks von
3 Zeilen und 7 Spalten wie in der Abb. A 11/12;3 angeordnet
sind, sollen so mit den Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 belegt wer-
den, da8 jedes Feld mit genau einer der angegebenen Zahlen be-
legt wird und dabei insgesamt jede dieser Zahlen dreimal vor-
kommt. Dabei sollen die drei Zahlen jeder Spalte paarweise
voneinander verschieden sein, und von den sechs Zahlen in je
zwei Spalten dlirfen h8chstens zwei iibereinstimmen.

Man gebe eine Belegung der gefor-
derten Art an und begriinde, wie
sich eine derartige Belegung
finden 188t.

Abb. A 11/12; 3
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A 11/12;11 XI. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklassen 11/12 - 2. Tag -

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen. Dies bedeutet
insbesondere, daB die in einer L8sung unbewiesen ver-
wendeten Sachverhalte anzugeben sind. Der LUsungsweg
(einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruktionen,
Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein. Die Gedan-
kengénge und Schliisse sind in logisch und grammatisch
einwandfreien SHtzen darzulegen.

11/12/111/4)
a) Es seien ag = - 4 und a, = 2 die ersten beiden Glieder
einer unendlichen Folge {ah} . Ferner sei a, filr jede na-

tiirliche Zahl n 2 2 das arithmetische Mittel der beiden vor-
hergehenden Glieder.
Man zeige, daB die so definierte Folge {an} eine geo-

metrische Folge ist, und berechne fir sie a, .
n=o

b) Es seien a, und a, die ersten beiden Glieder einer Folge

{an} . Ferner sei a, filr jede natiirliche Zahl n =2
arithmetisches Mittel der beiden vorhergehenden Glieder.
Geben Sie in Form von Relationen zwischen a, und a, eine not-
wendige und hinreiochende Bedingung dafiir an, da8 {'an} eine
geometrische Folge ist!

11/12/111/5) Es ist zu beweisen, daB

T—sin2x © T-sin2y ~ T-sin(x+y)

fiir alle reellen Zahlenpaare (x,y) mit
0<x<—14r- und 0<y<i‘f- (2)
erfiillt ist.

Ferner ist eine notwendige und hinreichende Bedingung dafir
anzugeben, daB in (1) unter der Nebenbedingung (2) Gleichheit
eintritt.
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Von den folgenden beiden Aufgaben 11/12/111/6.1 und
11/12/111/6.2 ist genau eine auszuwihlen und zu lYsen:

11/12/111/6.1) Eine Menge WL von Elementen u, v, W, ... heilt%
eine Gruppe beziiglich einer Operation A, wenn die folgenden
drei Bedingungen erfiillt sind:

(I) Jedem geordneten Paar (u,v) von Elementen aus []8
ist vermdge der Operation A genau ein Element w aus
M zugeordnet (man schreidbt u ° v = w).

(II) Die Operation A ist assoziativ, d.h., fir alle Elemen-
te u, v, w aus Wl gilt:

(wov)ow=uo(vow.

(III) Zu je zwei Elementen u und v aus T existiert min-
destens ein Element x aus (18 , 80 daB u o x = v gilt,
und mindestens ein Element y aus Wl , so daB
yo us=v gilt.

Es sei nun Q die Menge aller geordneten Paare (a,b)
reeller Zahlen a und b, fir die 32 + b2 = 1 gilt. Ferner sel
in & eine Operation A wie folgt definiert:

(a,b) o (c,d) = (ac - bd, ad + bec) .

Man beweise, daB & eine Gruppe begtiglich A ist.

11/12/111/6.2) 50 weiBe und 50 schwarze Kugeln sind so in zwel
#uBerlich niocht unterscheidbare Urnen zu verteilen, dafl kei-
ne Urne leer bleibt und alle Kugeln verwendet werden. Wie
ist die Aufteilung der Kugeln auf die beiden Urnen vorzuneh-
men, wenn die Wahrscheinlichkeit, beim (blindlings erfolgen-
den) einmaligen Wihlen einer der beiden Urnen und Ziehen
einer Kugel aus ihr eine weifBle Kugel zu ergreifen, so groB
wie mtglich ausfallen s0ll?
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Hinweise zur Ldsung:

a)

b)

)

In der klassischen Wahrsocheinlichkeitsrechnung wird die
Wahrscheinlichkeit p eines Ereignisses als Quotient aus der
Anzahl g der filr dieses Ereignis "giinstigen" Fdlle und der
Gesamtzahl m aller mdglichen Fille definiert, also

P = % gesetzt.

Somit ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, aus einer Urne, die
insgesamt u Kugeln und darunter w weiBle enthidlt, (blind-
lings) eine weifle Kugel zu ziehen, als p = % angusetzen.

Sind zwei Urnen vorhanden, bei denen die Wahrscheinlichkei-
ten fiir das Ziehen elner weiBen Kugel P4 bzw. Pa betragen,
so ergibt sich die Wahrscheinliohkeit fiir das zusammenge-
setzte Ereignis: "Auswahl einer der beiden Urnen und
Ziehen einer weiBen Kugel aus der gewdhlten Urne" zus

1 1
PSP * 2P



L 11/1241I XI. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Lésungen und Punktbewertung
Olympiadeklassen 11/12 - 1. Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspamn zu den L¥sungen fir die
1. Btufe gelten auch fir die 3. Stufe.

11/12/111/1) L8sung: 4 Punkte
a) Es sei O der Schnittpunkt von g und h; ferner sei s eine
durch 0 begrenzte Halbgerade von g sowie ¢ eine von 0 be-
grenste Halbgerade von h derart, da8 s und + die Schenkel
eines Winkels der Gr8Se a sind. In der Ebene sel eine Orien-
tierung der Winkel zwischen Je zweli von 0 ausgehenden
Strecken bzw. Strahlen so gegeben, daf +t mit 8 auch bel die-
ser Orientierung einen Winkel der (positiven) Gr¥BSe a bil-
‘det.
Es sel nun P ein Punkt der Ebene. Die Strecke OP habe die
Lénge r und bilde mit s einen Winkel der Grifie ?
Wird P an g gespiegelt, so ergibt sich als Bildpunkt derjeni-
ge Punkt Q der Ebene, fHr den die Strecke 0Q die Liénge r hat
und mit s einen Winkel der Gr#BSe (—.y ) bildet. Die Strecke
0Q bildet dann mit t einen Winkel der Grége (- ¥ - a).
Wird Q an h gespiegelt, so ergibt sioch folglich als Bildpunkt
derjenige Punkt R der Ebene, fiir den die Strecke OR die Linge
(1) OR=r
hat und mit t einen Winkel der Gr¥Se
(- (-9 -a) = ¥ + a bildet.
Die Strecke OR bildet daher mit s einen Winkel der GriSe
(2) (y+a)+a=y?+2a.
In den durch (1), (2) charakterisierten Punkt R geht P aber
auch bei der Drehung um den Drehpunkt O mit dem Drehwinkel
der GrtBe 2 a iiber.

3 Punkte
b) Die Strecke OP bildet mit t einen Winkel der GréfSe ¢ - a.
Wird P an h gespiegelt, so ergibt sich daher als Bildpunkt
derjenige Punkt S, fiir den die Strecke 0S die Liénge r hat und
mit t einen Winkel der Grdfe (- (¥ - a)) = - Y+ a bildet.
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Die Strecke 0S8 bildet dann mit s einem Winkel der Gr¥fie
-Y+a)+a=-p+2a.

Wird 8 an g gespiegeit, so ergibt sich folglich als Bildpunkt
derjenige Punkt T, fHr den die Strecke OT die Lénge

(3) 0F=r
hat und mit s einen Winkel der Grifie
) -(-p+2a) =Yy~ 2«bildet.

In den durch (3), (4) charakterisierten Punkt T geht P auch
bei der Drehung um den Drehpunkt O mit dem Prehwinkel der
Grige (- 2 a) Uber.

Diese Drehung stimmt fir a = 90° mit der in a) gefundenen
Drehung #iberein, fir a <« 90° dagegen niont.

Bemerkung:

Pilhrt man keine orientierten Winkel ein, so milssen mehrere
Fallunterscheidungen durchgefilhrt werden.

Zugsammen 7 Punkte

11/12/111/2) Lsung: 7 Punkte
Angenommen, es ghibe =ine rationale L¥sung x von (1). Dann
folgt
(2 . 2)*+ (2 - 3)*=(3. 3%, also nach Division durch
(2 . )* (¥ 0)

1+ (DT = (DT

Setzt man nun (%)x = z, 80 ergibt sioh

2_s-1=0 (2.

Die Gleichung (2) hat genau die reellen L¥sungen
1

o "515; )
1 -15

B = “'Ei:L :

Von diesen ist nur z, > O
Somit folgt weiter

DT3B
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Es gsei nun x = % mit ganzen Zahlen p und q. Wegen zy > 1, al-
80 x > 0 kann dann p > 0 und q > O angenommen werden.
Aus (3) folgt weiter

@ = L5, aiso

(#) 3P = 2P7% (1 45 )9,

Unter Benutzung des binomischen Satzes ergibt sich

@ +{E )% = a + b)5 mit positiven ganzen Zahlen a und b. Aus
(4) folgt schlieBlich

{—' 2P ., 29P _ 5

Diese Gleichung enthélt den Widerspruch, daB Y5 als eine ra-
tionale Zahl dargestellt wird. Dieser Widerspruch beweist,

daB die Annahme, es gibe eine rationale L@sung von (1), falsch
war.

11/12/I11/3) L¥sung: 5 Punkte
Offenbar ist

eine LOsung. Man kann sie z.B. auf folgende Weise finden:

Unter Beriicksichtigung der in der Aufgabenstellung genannten
Bedingungen muf insbesondere die Zahl 1 in drei verschiedenen
Spalten stehen, kann also in die ersten drei eingetragen wer-
den: =
[ AL B

Weiterhin miissen lauter verschiedene Zahlen in den ersten

drei Spalten vorkommen, weil je zwei von ihnen bereits die ge-
meinsame Zahl 1 besitzen. Dafiir k6nnen der Reihe nach die Zah-
lenpaare 2 und 3, 4 und 5, 6 und 7 gewdhlt werden:
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Die bereits in der ersten Spalte auftretende Zahl 2 mufl noch
in gwei weiteren Spalten stehen, kann also in die vierte und
filnfte Spalte gesetzt werden.

Kbhnlich muB dle Zahl 3, die auch schon in der ersten Spalte
vorkommt, noch in zwel weiteren Spalten stehen, kann aber we-
der in die vierte noch in die filnfte eingesetzt werden, weil
das mit dem Vorhandensein von 2 und 3 in der ersten Spalte
unvertriiglich wire, so daB sich fiir die 3 zwangsléufig die
sechste und siebente Spalte ergeben:

1 1 1 298|682 3 3

288 |4 6

3 5 i

Weiterhin kann die Zahl 4, die schon in der zweiten Spalte
steht, in die vierte und sechste Spalte aufgenommen werden,
wihrend ihr gleiohzeitiges Auftreten in der vierten und finf-
ten, bsw. seohsten und siebenten Spalte unmiglioh ist, well
gonst in diesen beiden Spaltenpaaren mehr als eine Zahl iber-
einstimmen wiirde. Die Zahl 5 kann dann weder in der vierten
noch in der sechsten Spalte stehen, beidemal well sie be-
reits in der zweliten Spalte zusammen mit der 4 steht. Sie mus
also in die fiunfte und siebente Spalte eingetragen werden:

1 1 1 2 2 3 3

2 | 4 6 | 4 5 4 5

3]6 7

Dangch kann die Zahl 6 in der vierten Spalte und muf dann in
der siebenten Spalte Platz finden. Die beiden fiir die Zahl 7
verbleibenden Plétze in der fiinften und sechsten Spalte er-

geben keinen Widerspruch, so daf damit eine Lisung gefunden
iss.

I



L 11/12;I1 XI. Olymplade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Besirksolympiade)
Lésungen und Punktbewertung
Olympiadeklassen 11/12 - 2. Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den L¥sungen filr die
1. Stufe gelten auch filr die 3. Stufe.

11/12/111/4) Lbsung:
a) Fir jede geometrische Folge a = aoqn 3 Punkte
mit dem Quotienten q = - E gilt 1

. 1yn+2 - e ]

82 = 8 ° (- %) A e ED 2

1) 1y n+1

3 (a, (- D%+ a, (- D™

1

5 (an + an+1).
Dariiber hinaus reicht sogar die (a =aq mit @ = - % erfiil-
lende) Vorgabe der Anfangsglieder a a1 und die Forderung
von &, , = (a +an*1) fir n = 0,1,2, ... aus, um alle Glie-
der der Folge eindeutig festzulegen. Fir die in der Aufgaben-
stellung gegebene Folge { } sind nun alle diese Bedingun-
gen erfillt, also stimmt sie mit einer geometrischen Folge
vom Quotienten q = - ; ilberein. Damit ist {a } als geome-
trische Folge mit dem Anfangsglied (-4) und dem Quotienten
(- %) nachgewiesen. Die Summe der zugeh8rigen unendlichen Rei-
h&betrﬁgt somit

EE:; a_ = -—-;iL—q—-= iz .
=0 " 1-(3p 3

b) Angenommen, a, und a, seien so beschaffen, 3 Punkte

daB das in der Aufgabenstellung genannte Bildungs-

gesetz auf eine geometrische Folge {an} fiihrt, d.h. daB mit
einer geeigneten Zahl q fiir n = 1, 2, 3, ... die Gleichung
a, =a, * qn gilt.

Ist B = 0, so folgt a, = 0 .q=0.

1
Ist a # 0, so folgt a°q2 =a, =% (ao + a1)

= % (a, + a @)

30 05 13 - 1
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und hieraus q2 - %q - % = 0, also
entweder qQ =1, wegen a, = aq also

1) & =8, ,
oder qQ = - %, wegen a, = a.q also
(2) 231 + a8, = Ol

Da man nachtriglich bestiitigt, daB im Fall a, =a, = 0 sowohl
(1) als auch (2) gilt, ergibt sich:

Es kann nur dann eine geometrische Folge entstehen, wenn a,
und a, (mindestens) eine der Bedingungen (1), (2) erfiillen.

Beweis, daB jede dieser Bedingungen auch hinreichend ist:
Gilt (1) oder (2), so gilt a, =aqmit q =1

oder mit q = - %, also jedenfalls mit q2 - %q - % = 0, und

somit aoqn+2 = % (a,q" + aoqn*1) (n=0,1,2, ...).

Wie bei a) folgt daraus die Ubereinstimmung der Folge {an}
mit einer geometrischen Folge.

Notwendig und hinreichend dafiir, daB {ah} eine geometrische
Folge ist, ist also, daB eine der beiden Gleichungen (1) oder
(2) erfillt ist.

Zusammen 6 Punkte

11/12/111/5) L8sungs 7 Punkte
Pir alle reellen Zahlenpaare (x,y) mit der Bedingung (2)
gilt:

1 - 8in2x = sinax + cos2x - 2sinx cosx

= (cosx - sinx)2 (3
sowle
1 - 8in2y = sinay + 0052y -~ 2sinycosy

= (cosy - siny)?; €))

wegen (2) gilt dabei
cos8x - s8inx > O und cosy - siny > 0.
Ferner gilt filr alle positiven reellen Zahlenpaare (a,b)

32 + b2 - 2ab.
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1
Setzt man hierein a = m y b= SoNT T v
so folgt fir alle reellen Zahlenpaare (x,y) mit (gg wegen (3)

und (4)
1 1> 2
T-sin2x ¥ T - sindy ~ (cosx - sinx)(cosy - siny) °’

1 1 > 2
T-sin2x " T - sinly ® Cosxcosy-sinxoosy-cosxSiny+sinxsiny’

\

1 1 > 2 > 2
T-sin2x © T - sinly ~ cos(x-y)-sin(x+y) - 1 - sin(x+y)’

weil wegen (2)

0 < (cosx-sinx)(cosy-siny) = cos(x-y)-sin(xz+y) = 1-sin(x+y) (5)
gilt.

Damit ist die Behauptung bewiesen.

Notwendig dafiir, daB Gleichheit in (1) eintritt,ist, daB

auch in (5) Gleichheit eintritt, also muB cos(x-y) = 1 gel-
ten. Das gilt wegen (2) nur fir x = y.

Diese Bedingung ist auch hinreichend, wie man durch Einsetzen
von x = y in beide Seiten von (1) erkemnt.

11/12/I11/6.1) Lbsungs 8 Punkte
(I) Es seien u = (a,b) und v = (¢,d) mit a® + b2 = 1 und
o thttas =i &)
zwel Elemente aus . Dann ist ihnen vermtge der Operation
A das geordnete Paar
w=(ac - bdy, ad + be) =uov (2)
zugeordnet. Ferner gilt wegen (1)
(ac - bd)2 + (ad + bo)2 = a%c2 _ 2avoa
+ b2d2+ aadz + 2abed + bzo2
= a2(0? + 42 + b2(e? 4+ dz) a2 4sp?an (3
d.h. w ist ebenfalls Element der Menge .
Die Bedingung (I) ist also erfiillt.

(II) Fir drei beliebige Elemente (a,b), (c,d), (£,8) aus &
gilt
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((a,b) ° (c,d)) o (£,8) = (ac - bd, ad + be) o (£,g)
= {(ac - bd)f - (ad + be)g,
(ac - bd)g + (ad + be)f)
= (acf - bdf - adg - beg,
acg — bdg + adf + bef). (4)
Andererseits gilt
(a,b) ° ((c,d) o (£,8)) = (a,b) o (cf - dg, cg + df)
= (a(cf - dg) - b(og + df),a(cg + df) + b(cf - dg))
= (acf - adg - bog - bdf, acg + adf + bef - bdg). (5)
Aus (4) und (5) folgt
((a,b) o (c,d)) = (£,8) = (a,b) o ((c,d) o (£,8)),
d.h., dle definierte Operation ist assoziativ, die Bedingung.
(II) ist erfillt.

(III) Es seien (a,b) und (e¢,d) zwei beliebige Elemente
aus & .

[lir nehmen suniichst an, daB ein Element (x,y) in &
exigtiert, so daf

(a,b) ° (x,y) = (c,4d) gilt. (6)
Dann folgt

(ax - by, ay + bx) = (o,d),

also ax - by = o )]
und ay + bx = d . (8)

Hieraus folgt welter
uzx - aby = ac,
v2x + aby = bd,

also
x(a2 + bz) = ac + bd und hieraus wegen
a2 +v2 = 1
x = ac + bd. 9)
Analog erhélt man
y = ad - bo. (10))
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Setzt man nun die fir x und y ermittelten') Werte aus (9) und
(10) iz (6) ein, so erkennt man, daB die Gleichung (6) er-
fullt ist, d.h. diese Gleichung ist stets l¥sbar.
Nun gilt fir beliebige Elemente (a,b), (o,d) aus R
(a,b) ¢ (0,4) = (ac - bd, ad + be) = (oa - db, cb + da)

= (0,d) o (a,b),
i.h., die definierte Operation ist kommutativ, und die Glei-
ohung (x,y) o (a,b) = (0,d) ist ebenfalls l¥sbar, sie hat
niimlioh dieselbe Lsung wie die Gleichung (6).
Daher ist auch die Bedingung (III) erfHllt.
Weil die Bedingungen (I), (II) und (III) erfiillt sind, ist al-
so die Menge & eine Gruppe beziiglich der Operation A.

Bemerkungs

In der obigen Aufgabe wurden die komplexen Zahlen a + bi mit
dem Betrag 1 als Paare reeller Zahlen a, b mit a2 + b2 = 1
eingefiihrt, und es war nachzuweisen, daS die Menge &L dieser
komplexen Zahlen mit der Multiplikation als Operation eine

Gruppe darstellt.

11/12/111/6.2) L¥sung: 8 Punkte
Legt man in die erste Urne insgesamt u Kugeln und darunter
w weiBe, so sind in der zweiten Urne insgesamt (100-u) Kugeln
und darunter (50-w) weiBie unterzubringen, weil alle Kugeln
verwendet werden milssen. Fir u und w gelten die Bedingungen
05w uund o= (50-w) 3 (100-u)
gsowie die Bedingung
1 - u = 99, die zum Ausdruck bringt, daB keine Urne leer blei-
ben darf.
Diese Bedingungen lassen sich gleichwertig in der Form
12us99; 05 ws50; (u-50)Swsu
schreiben.

D Fiir eine vollstindige Ldsung geniigt die bloBe Angabe von (9)
und (10) mit dem folgenden Text ohne vorangehende Herleitung.
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Aus den Hinweisen folgt die gesuchte Wahrscheinlichkeit P
fir das Ziehen einer weiBen Kugel aus einer der beiden Urnen
zu

(1) p = p(wyu) = % (& B gg:: ;

und es sind diejenigen unter den zugelassenen Werten von w

und u zu ermitteln, fiir welche p den groflten Wert Ppax 80

nimmt. Die Form des Ausdrucks (1) legt es nahe, in zwei

Schritten vorzugehen:

a) Zundchst wird fir festes u dasjenige w ermittelt, das fir
dieses u den gréBten Wert von p liefert;

b) Danach wird aus den 99 so erhaltenen Werten von p der
grofte herausgesucht.

Teil a:

Bei festem u 4ndert sioh p (w,u) beim tibergang von w zu
w+ 1in

p(w+ 1, u) = 'Lut + 86!;1 , und es gilt

1 235 —u)
p(w + 1, u) - p(w,u) = o= 10'0'1_"1 =2 10 Bu .

Somit wird p(w,u) beim U/bergang von w zu w+1 gréBer fir
u < 50, kleiner fiir u > 50 und bleibt konstant fir u = 50.

Letzterer Fall (u = 50) ergibt aus (1) den Wert

p(w,50) = 5 (B + 5 = §

(in Ubereinstimmung mit der auch ohne Rechnung einleuchtenden
Tatsache, daB die Wahrscheinlichkeit stets gleich % ist, wenn
man in jede Urne 50 Kugeln legt, wobei es auf die Verteilung
der weifen Kugeln gar nicht ankommt).

Im sweiten Fall (51 < u S 99) ist obiger Uberlegung gemdS

fur w der kleinste zulidssige Wert, also w = u - 50, einzu-

setzen. FUr alle diese u erhtlt man somit den Jeweils grifBten
Wert von p in der Form

(2) p(u-50,u) = (822 1 1) = 4 - 2
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Im ersten Fall (1 Sul 49) ist es umgekehrt erforderlich,

filr w den grdften zuldssigen Wert, also w = u, einzusetzen.
Flir jedes u erhdlt man hier den jeweils grtfBten Wert von p

in der Form

(3) p(u,w) = 5 (1 + 73m
Zeil b:

Nunnehr ist ppo, aus den grﬁﬂten Werten von p(u,u),

(1 Sas 49) in (3), p (¥,50) = % sowie p(u - 50, u),

(51 2asl 99) in (2) herauszusuchen. Man braucht iibrigens nur
den Ausdruck fiir p in (2) heranzuziehen und darin, anders als
bisher, u = 50 zugulassen; denn bei Ersetzung von u durch
100-u (was der Vertauschung der Urnen entspricht) geht er in
den p-Ausdruck in (3) ilber, und fiir u = 50 nimmt er den Wert
1 an.

Wie (2) zeigt, nimmt p(u - 50, u) bei wachsendem u stindig
zu, hat also den grtBten Wert fiir u = 99, und dieser betrigt
P(49,99) = Do = &8 -

(Man kann noch bemerken, daB entsprechend aus (3)

P (1,1) = Ppoy = %‘3

gefunden werden kann, wodurch noch einmal die Urnenvertau-
sohung verdeutliocht wird.)

Damit ist die Aufgabe gelist:

Es ist pp .. = %% (fast i), wenn man in eine der beiden Urnen
nur eine weifle Kugel und in die andere alle iibrigen 99 Kugeln
legt.



