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XI. Olympiade Junger Mathematiker der DIR
2, Stufe (Kreisolympiade)
Olympiadeklasse 11/12

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen, Dies bedeutet
insbesondere, daf die in einer Ldsung unbewiesen ver-
wendeten Sachverhalte anzugeben sind, Der Ldosungsweg
(einschlieBlich Nebenrechnungen,  Konstruktionen, Hilfs-
linien) muB deutlich erkennbar sein, Die GedankengHnge
und Schliisse sind in logisch und grammatisch einwand-
freien S#tzen darzulegen,
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Gegeben seien zwei Wiirfel mit den Kantenl#ngen a
bzw. b. Gesucht ist ein gerades Prisma mit quadrati-
scher Grundfl#che, dessen Volumen gleich der Summe
der Wiirfelvolumina und dessen Hthenl#dnge gleich der
Summe. der I#ngen der Wiirfelkanten ist.

a) Man berechne die Seitenl#inge c¢ der quadratischen
Grundfl#che eines solchen Prismas.

b). Men gebe eine Konstruktion fUr eine Strecke der
in a) ermittelten I#nge c an,

Beweisen Sie, daB fiir keine ganze Zahl n die Zahl
7 n + 3 Quadrat einer ganzen Zahl sein kann!

Klaus bemerkt, daB die beiden Zeiger seinér Taschen-
uhr zwischen 6 Uhr und 7 Uhr zu genau zwei Zeitpunk-
ten einen Winkel von 110° bilden.

Ermitteln Sie die Anzahl der Minuten, die vom ersten
bis zum zweiten der genanntén Zeitpunkte vergangen
sind !

Man betrachte in einer mit einem rechtwinkligen kar-
tesischen Koordinatensystem versehenen Ibene die
Schar aller konzentrischen Kreise um den Mittel-
punkt M ( V2 ;5 V3 ). :

Es ist zu beweisen, daf keine Kreislinie dieser
Schar mehr als einen Punkt (x,y) mit rationalen
Zahlen x, y als Koordinaten enth#lt.
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XI., Olympiade Junger Mathematiker der DIR

2. Stufe (Kreisolympiade)
ILosungen und Punktbewertung
Olympiadeklassen 11/12

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspamn zu den Losungen fUn die
1. Stufe gelten auch fUr die 2. Stufe

11/12/11/1) Ldsung:
a) Fin Prisma, dessen Grundfl#che ein Qua- 7 Punkte
-drat der Seitenldnge ¢ ist, hat genau
dann die geforderte Hthenl#nge, wenn
diese a + b betr#gt, Ist dies der Fall,
so hat sein Volumen (a + b)c2 genau
dann den geforderten Wert, wenn

2
(a '+ b)\e A ) b2 oder, #quivalent
plepmit ) o2k aZ L ab 4 b il

N

b5
Wegen a2 - ab + b° = ki UM RV

a +b

c=\/a2-ab+b2

dies genau fir

¢+ der PFall,
b) Fine Strecke der IZnge c erhdlt man 3 Punkte
z, B, als Seite AB eines .Dreiecks
AABC mit AC = b, BC = a und
2FACB = 60°.
Nach dem Kosinussatz gilt n#dmlich fir

dieses Dreieck, das sich nach (sws)
stets eindeutig konstruileren 148%:

; 5 o i
02 a® + b~ - 2ab cos 60°

-

R B

insgesamt 10 Punkte
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11/12/11/2) Lésung: : 8 Punkbe
Jede ganze Zahl 1#8%t sich in genau einer
der Formen 7m, 7m % 1, 7m £ 2 oder 7m ¥ 3
(m ganze ‘Zahl) darstellen.

Die Quadrate davon sind:

(m)° &7 () + 0,
(o' & 1)2 S V(71:12 o) R i
Lo T i Pia (7a° i_\lm) +lt,
(2 3)2 =7 (7m2‘ L o) ¥ 8,

Dié Quadrate ganzer Zahlen lassen sich deme
nach nur in einer der  Formen é
M, ™ + 1, Tn + 2, T + & (a ganze zahl)
darstellen, Daher kann eine Zahl der TForm
7n + 3 nicht das Quadfat einer ganzen Zahl
sein.. ;

Anderer Iosungswegs

v

Mir jede ganze Zahl z gilt genau eine der

¥ongruenzen:

z =0 (mod 7),
z=<1  (mod 7),
z=%X2 (mod 7),
z=%3 (moa 7).

Daher gilt fiir z2 genau. eine der folgenden

¥ongruenzen:

22 =0 (mod 7),

2% == . (mod 7),
2=y (mod 7),
2% =02 (mod 7).

2
Also gilt fur z° niemals z2 = 3 mod 7.
Fclglich kann eine Zahl der Form 7n + 3
niemals Quadrat einer ganzen Zahl sein,

n
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11/12/11/3) Ldsung: 10 Punkte
Der groBe Zeiger der Taschenuhr fihrt in
der Zeit von 0 Uhr bis t Uhr (+ in Stun-
den) eine Drehung der GrigBe f%g = t360°
aus., ;
Der kleine Zeiger fithrt in dieser Zeit
eine gleichsinnige Drehung der GryBe

s 3 o
g ® t 307 aus,

Die beiden Zeiger bilden -folglich um t Uhr
einen Winkel mit der Eigenschaft, daB ent-
weder seine GréfBe oder der zu ihr entgegen-
,gesetZte Wert sich von

F i ; 0
“g o = 330

um ein ganzzahliges Vielfaches von 360°
unterscheidet.
Die beiden in der Aufgabe genannten Zeit-
punkte, t, Uhr, t, Uhr, sind daher charak-
terisiert durch 6 < t; < 7 (1 = 1, 2)
sowie die Existenz Jje einer ganzen Zahl
n, (1= 1,2). nit '

4,0 3300 win, Ve 360° 4 140°]

%, ¢ 330% = n,_ ¢ 360° - 110°,

2 2

Hieraus folgt

6 ¢ 330 = 110 7e¢ 330 = 110
50 <0 <357 ’

also ;
5 <183Z'<n1 R 3%06 <7 und daher n, = 6,

BREL s ! hele  Ay

b s et L

Ferner folgt

6 « 330 + 110 7.(9 B30 %140
360 360 ’

5 <22 <n, <ZE <7 und daher

<n, <

also
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11/12/1I1/4) L8sung:

o B 36040, ap0s
PR 5 4 R ) o

g =

iy DR Szl
und damit 64 t2 bl o il 1

Zwischen den beiden Zeitpunkten sind also
genau 40 Minuten verstrichen,

Anderer I8sungsweg:

Um 6 Uhr ist der Minutenzeiger um genau 180°
hinter dem Stundenzeiger zuriick., Zwischen 6

und 7 Uhr #berholt er ihn genau 1 mal und ist
ihm um 7 Uhr genau um 150° voraus. D2 sich bei-
de Zeiger gleichfdrmig bewegen, verringert

sich von 6 Uhr bis zum Uberholen der (Winkel=)
Abstand zwischen ihnen gleichférmig, um sich
sodann mit derselben (Winkel-) Geschwindigkeit
bis 7 Uhr wieder zu vergrsBern., Diese Geschwin-

*digkeit ist demnach so groB, daB sie in

60 min eine Enderung von 180° + 150° = 330°
verursacht.

Gesucht ist nun die fiir eine Anderung von o 1
erforderliche Zeit (n#mlich.die Zeit von einem
Riickstand von 110° bis zu einem Vorsprung von
110° des Minutenzeigers gegeniiber dem Stunden-—
zeiger). l

Wegen der Gleichfdrmigkeit der Bewegungen bei-
der Zeiger betrigt diese Zeit

220 - 3
375 « 60 min 40 . min,

Es seien x, y, u, v rationale Zahlen so,

daB der Punkt P (x,y) und der Punkt Q (u,v)
auf derselben Kreislinie der Schar liegen.

Zu zelgen ist dann P = Q, d. h, x = u und
VA

Hierzu sei der Radius des genannten Kreises
mit r bezeichnet, Dann gelten die Gleichungen

12 Punkte
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E-VD2 + (-2 und

r° (11—\/_21)2 + (v—V-B")Q und

damit auch die Gleichung

@D + (v -2 = @12 + (w-VD%

Nach einer einfachen Umformung erh#lt man
dann

z° &+ y2 e o < 2(z-u) 72"+ 2(y~v) F s

Nach Voraussetzung ist die linke Seite die=-
ser Gleichung eine rationale Zahl g .

Ebenso sind ¢ = 2(z-u) und 4 =2{ y-v)
rational,

as cV2 + d ‘1]-3—|= g folgt
1) 202,"' 33° + 2¢ca V6 = 32.

Da Y6 keine rationale Zahl ist, kann (1)
nur fir cd = 0 erfiillt sein,

Somit ist entweder ¢ = 0 und damit 3d2 = 32

bzw, d Y3 = § , woraus 4 = 0 folgt, oder
d = 0 und damit 2¢° =32 bzw., c Y2 = §,
woraus ¢ = 0 folgt.

Damit hat sich in ©beiden Fgllen ¢ =4 = 0
ergeben. Das besagt aber x =uund y = v,
WeZoeDoWe



