A 10 XI. Olympiade Junger MNathematiker dexr. DDR
2. Stufe (Kreisolympiade)
Olympiadeklasse 10

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen, Dies bedeutet
insbesondere, daB die in einer Lééung unbewiesen ver-
wendeten S2achverhalte anzugeben sind, Der ILosungsweg
(einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruktionen, Hilfs-
linien) muB deutlich erkemnbar sein, Die Gedankenginge
und Schliisse sind in logisch und grammatisch einwand-
freien Sdtzen darzulegen,

‘10/II/1) Finf Schiiler A, B, C, D, E spielen folgendes Spiel,
i dessen Regeln ihnen allen bekannt sind: ,

Einer von ihnen, z., B. der Schiiler A, verl#df8t den Raum.

Nun werden auf ein Blatt Papier genau 10 Vierecke ge-

zeichnet, Die Zeichnung wird versteckt, und A wird

hereingerufen,

Jeder der Schiiler B, C, D, E macht Uber die gezeichne-

ten Vierecke geﬁau eine Aussage. Von diesen Aussagen

ist genau eine falsch,

Sie lauten:

a0 Auf der Zeichnung ist nicht nur ein Quadrat.

(2) Es sind genau doppelt so viele Rechtecke wie Quadra-
te auf der Zeichnung.

(3) Men sieht unter den Vierecken auf der Zeichnung ge-
nau ein Parallelogramm,

(4) Auf der Zeichnung gibt es genau doppelt so viele
Trapeze wie Rechtecke,

A so0ll nun feststellen, welche Aussage falsch ist.

AuBerdem soll er die genaue Anzahl der Quadrate, Recht-

ecke und Trapeze angeben, Wie kann das geschehen?
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10/II/2) Zwei Autos starteten gleichzeitig und fuhren auf der-
selben Strafle von A nach B, Das erste Auto bendtigte
flir diese Strecke 4 Stunden, das zweite 3 Stunden..

Beide fuhren w#hrend der ganzen Zeit mit gleichbleiben-
der Geschwindigkeit,

a) Zu welchem Zeitpunkt nach dem Start war das erste
Auto genau doppelt so weit von B entfernt wie das
zweite?

b) Welche Strecke, ausgedriickt in Bruchteilen der ge-
samten Entfernung von A nach B, legte jedes Auto
bis zu dem in a) gesuchten Zeitpunkt zuriick?



10/I1/3) Es seien u und v reelle Zahlen mit 0 < v < u.
Ermitteln Sie alle reellen Zahlen k mit k¥ > - E ’
fiir die

u + kv
(*) e T < 4 veilt

10/II/4) Unter allen gleichschenkligen Dreiecken A ABC ist bei
. gegebener Schenkell#nge AT = B0 = a die Basislinge
IB = ¢ derjenigen Dreiecke zu ermitteln, fiir die das
Verh#ltnis der Flécheninhalte von In- und Umkreis 1 : 4
betrédgt.



XI. Olympiade Junger Mathematiker der DIDR'
2. Stufe (Kreisolympiade)
L¥sungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 10

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den ILdsungen fUr die
1. Stufe gelten auch fiir die 2, Stufe

10/I1/1) Ldsung: 11 Punkte
Es gilt: ‘
Jedes Quadrat ist gleichzeitig ein Rechteck,
ein Parallelogramm und ein Trapez., Jedes
Rechteck ist zugleich ein Parallelogramm und
ein Trapez,

- A'kann daher z, B, folgendermaBen schlieBen:
Angenommen, die Aussage (1) wHre falsch, d. h.,
es gdbe auf der Zeichnung entweder kein Qua-
drat oder genau 1 Quadrat, ;

Nach den Spielregeln wdren dann die Aussagen
(2) bis (4) wahr, Gibe es genau 1 Quadrat, so
ghbe es nach (2) noch ein weiteres Rechteck,
also mindestens 2 Parallelogramme, im Wider-
spruch zu (3). Gdbe es kein Quadrat auf der
Zeichnung, so nach (2) und (4) auch kein Recht-

. eck und kein Trapez, im Widerspruch zu (3).
Also ist (1) wahr,

Daher gibt es mindestens 2 Quadrate auf der
Zeichnung,

Also ist (3) falsch, und (2), (4) sind wahr.
Gibe es 3 oder mehr Quadrate auf der Zeichnung,
so mliBte wegen (2) und (4) die Anzahl der Tra-
peze mindestens 12 betragen, was nicht mglich
ist,

Daher gilt:
Es gibt auf der Zeichnung genau 2 Quadrate,
genau 4 Rechtecke und genau 8 Trapeze.
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AQA=Da

LI

[] [:::::] Abb, L 1031

(abb. T 1031 zeigt eine mogliche Form der
Zeichnung (wird vom Schiiler nicht verlangt).)

10/11/2) L¥sung:

a)

b)

Die Entfernung von A nach B betrage s km,
Dann fuhr das erste Auto mit einer Ge-
schwindigkeit von K km h~ ol und das zweite
mit % kn B” s

Das erste Auto ist nach t Stunden genau

dann doppelt so weit von B entfernt wie

das zweite, wenn

s = % vt = 2(s - % t) gilt., Wegen s £ 0
ist dies #quivalent mit

1-% - 2(4 - %), also mit

(% - %}t = 1 und daher schlieB8lich mit

t=1—§= 2,4-

Nach genau 2,4 h war daher das’ erste Auto

genau doppelt so weit von B entfernt wie
das zweite Auto.

Das erste Auto 1egte bis zu diesem Zeit-
punkt wegen E —5 5 s genau 5 des
Weges, das zweite wegen

% : 1§ra % s genau % des Weges zuriick,

insgesamt

6 Punkte

3 Punkte

9 Punkte



10/11/3) Losung: 10 Punkte

Angenommen, fiir eine reelle Zahl k gelte:
(%)

Dann ist v + ku >0, und

es folgt aus (%):

) u+ kv<v+ ku, also

(2) (u-v)(1-k) < 0. '

Wegen u > v folgt daraus k >1.

Also k8nnen hdchstens alle k >1 Ldsungen
von ( %) sein,

Tatsdchlich ist fUr k >1 die Ungleichung
(2) und damit auch (1) sowie ( * ) erfullt.

Oder:

Tats#chlich gilt fir k

1 +m (m >0 reell)

WA 03 R B R Ve
T+ (T +m)u U+ VvV+m ®
Nun ist aber wegen v< u und m >0

ov < mu, also
0<u+v+m<u+v+mou und daher

u + V + IV
u +"V + mu 50s

also H———g i

10/11/4) LYsung: 10 Punkte

Es sei A ABC ein gleichéchenkliges Dreieck
mit EC + BC = a., Seine BasislH#nge sei B = c.
Ferner sei CD eine Strecke auf der Mittel-
senkrechten der Seite AB, wobei D auf AB
liegen m&ge. :

Dann ist CD gleichzeitig Halbierende des Win-
kels 2 ACB. Daher liegen die Mittelpunkte Mi
und Mu von In- und Umkreis auf der Geraden
durch C und D.

Die Radien der beiden Kreise seien Ty bzw, T,
Das Lot von My auf AC habe den FuBpunkt E, das
Lot von Mu auf die Gerade durch A und C habe
den FulBpunkt F,



+rf L]

Cly =\/Ca i)

Daher erh#lt men durch Anwendung des Satzes des
Pythagoras auf A ACD

e? AR ) 2 #AD
einerseits E_ -+ (ru‘- o= ) )= a%,

wobei das obere oder untere Vorzeichen gilt,
(je nachdem,ob I, auf der Strecke CD liegt oder
nicht), also

+ 2 i
-1, aru - C = al - 20

4 200 4 2D 4
br, =cr,=a" -la R Ay



2
1 Ty =,
u
c2
2a-E-
andererseits
2 2 o
%— + (ri + vgé - ac + %— + rf) = ag, also
: . 2
ri\/b,a2 - lhac + c2 + hri = aC = ;— - 2r§ ’
2.2 2 2] 4
4a, Ty - l;acr1 +90 R b Ari
: I ;
= a2c2 - a03 - hacri + %— + 2c2r§ + hrg ’
(<]
c (a =%
(2y e s B
2
2 ¢
2Va" - ™

Nun hat ein Dreieck genau dann die geforderten
Eigenschaften, wenn W'rf : 7 rs = 1 : 4 oder,
8dquivalent hiermit, T, = 2r; gilt.

Nach (1), (2) ist dies gleichwertig mit

aZ = c(ea - ¢c), dies mit (a - 0)2 = 0 und daher

mi% a = c,

(Anmerkung: Wurde der letzte Absatz nicht als
tibergang zu Hquivalenten Aussagen,
sondern als Folgerung formuliert,'
so ist anschlieBend noch eine ,Probe”
durchzufiithren, etwa S0
Ist a = ¢, also A ABC gleichseitig,
so ist My = Mu zugleich Schwerpunkt
S des Dreiecks, und daher gilt dann

T, : Ty =05 :8D=2z:1,)



