A 931 XI. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. 8tufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasae 9 - 1. Tag -

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen. Dies bedeutet
insbesondere, dal die in einer L¥sung unbewiesen ver-
wendeten Bachverhalte anzugeben sind. Der Lisungsweg
(einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruktionen,
Hilfslinien) muB deutlich erkenmnbar sein. Die Gedan—
kenglinge und Schliisse sind in logisch und grammatisch
einwandfreien SHtzen darzulegen.

9/ILI/1) Gunter erzihlt:
"Die sechsstellige Telefonnummer unserer Schule merke ich mir
folgendermafien: Ich schreibe unsere zweistellige Hausnummer
hin. Dahinter schreibe ich die Quersumme der Hausnummer und
fiige nun jeweils die Summe aus den letzten beiden hingeschrie-
benen Zahlen an, bis sechs Ziffern dastehen.
Ubrigens kommt in der Telefonnummer unserer Schule keine Eins
vor, und unsere Hausnummer ist eine durch 3 teilbare Zahl."
Wie lautet Giinters Hausnummer und wie die Telefonnummer sei-
ner Schule?

9/I11/2) In die nebenstehende Figur
(Abb. A 9; 2) sollen neun aufein-
anderfolgende natlirliche Zahlen
80 eingetragen werden, da8 in je- 2
dem Feld genau eine steht und die Aéé
drei "Zeilensummen®, die drei
"Spaltensummen” und die zwei
"Diagonalsummen® s#mtlich einan-
der gleioh sind (magisches Quadrat). Abb, 9; 2
Beweisen Sie, daB eine derartige Belegung genau dann m¥glich
ist, wenn in dem sohraffierten Feld die fiinfte der der GriSe
nach geordneten Zahlen steht!

9/II11/3) Beweisen Sie den folgenden Satz:
Verhalten sich die Seitenliéngen eines Dreiecks £\ ABC wie
Y3 : Y2 1 1, dann stehen zwei Seitenhalbierende dieses Drei—
ecks senkrecht aufeinander.
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A 9311 XI. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 9 - 2, Tag -

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen. Dies bedeutet
insbesondere, daB die in einer LYsung unbewiesen ver-
wendeten Sachverhalte anzugeben sind. Der L¥sungsweg
(einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruktionen,
Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein. Die Gedan-
kenginge und Schliisse sind in logisch und grammatisch
einwandfreien Sdtzen darzulegen.

9/III/4) In einem Rechteck ABCD mit AB = CD = a und
BC =D& = b (a > b) schneide die Halbierende des Winkels
<X BAD die Seite CD in S1. Weiter sei S2 der Mittelpunkt
von AB.
Ermittle das Verhd#ltnis a ¢ b der Seitenléngen eines solchen
Rechtecks, bei dem die Halbierende des Winkels <\ ASzc die
Seite CD in S1 schneidet!

9/I111/5) Es seien a, b, c positive reelle Zahlen.
Bewelsen Sie, dafl dann
b >
e 22i+i-) g
Geben Sie alle Fdlle an, in denen Gleichheit eintritt!

9/I1I/6) Ermitteln Sie alle geordneten Paare (x, y) ganzer
Zahlen x, y, die Ldsungen der folgenden Gleichung sind:
2x2 -2xy - 5x -y + 19 = 0.
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L 931 XI. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
L8sungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 9 - 1. Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den L¥sungen fir die
1. Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe.

9/I11/1) L¥sung: 6 Punkte
Die sechsstellige Telefonnummer liB8% sich im dekadischen
System folgendermafen darstellen:
s=8-1"+b.10%+0-10%+a.10%+e.10" 42
mit natiirlicken Zahlen a, b, o, 4, e, £, fiir die
05b,0,d, e £S9undb, 0,d, 6 £41sowie2=a%=9

gilt, Wire a + b 2 10, so wire die erste Ziffer o der Summe
a+ b eine 1.

Also gilt:

a+b=o p 9. Ebenso erhiélt man b + ¢ = 4 2 9,

c+d=c¢e 2 9, d + e = f 3 9.

Angenommen, es wire & 2 4. Dann wire o = 4 und d = 4 und mit-
hin e = 8, was d + e = ¥ 2 12 sur Folge hHtte, im Widerspruch
gu £ 5 9. Also gilt a s 3, woraus laut Aufgabe a = 2 oder

a = 3 folgt. Angenommen, es whre b > 0. Dann milBte laut Auf-
gabe b 2 2 gelten. Daraus folgte o 2 4, 4 = 6 und

o+d=e= 10, was nicht mtglich ist. Also gilt b = 0. Da
Giinters Hausnummer eine durch 3 teilbare Zahl ist, gilt a = 3.

Die Hausnummer lautet also 30 und die Telefonnummer seinmer
Schule 30 33 69.

*)Andere Lisungsfortsetzung:
Aus den Gleichungen a + b = ¢, b+ o0 =d, c +d =e, d + e = f

(die wie oben gefunden werden) folgt der Reihe nach:
a+b+b=d, d.h. a + 2b = 4;
a+b+a+ 2b = e, d.h.2a + 3b = e;
a +2b +2a + 3b = 3a + 5b = £,
Wegen £ < 10 gilt nun
3a + 5b< 10 mit a = 2 .
Daraus folgt 5b < 4, also b = 0 und
welter 3a < 10, also 2 Sas I
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L 951

Wegen der Teilbarkeit der Hausnummer durch 3 erh#dlt man hier-
aus a = 3, also 30 als die gesuchte Hausnummer und 30 33 69
als Telefonnummer von Giinters Schule.

9/111/2) Lbsung: 7 Punkte
Die neun aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen seien mit
n,n+1, ..., n+ 8 bezeichnet. Ihre Summe betrégt dann
9n + 36. Da die drei "Zeilensummen" gleich sein sollen, mull
jede von ihnen 3n + 12 betragen. Laut Aufgabe gilt das auch
fir die iibrigen fiinf Summen. Unter ausschlieBlicher Verwen-
dung der gegebenen Zahlen 1dBt sich diese Summe auf genau 8
verschiedene Weisen aus je 3 verschiedenen Summanden bilden,
ndmlich auf folgende Weisen:

n + (n+s) + (n+8)
n + (n+5) + (n+7)

(n+1) + (n+3) + (n+8)

(n+1) + (n+s4) + (n+7)

(n+1) + (n+5) + (n+6)

(n+2) + (n+3) + (n+7)

(n+2) + (n+4) + (n+6)

(n+3) + (n+s) + (n+5)

In diesen Summen [kommen die Summanden n, (n + 2), (n + 6)

und (n + 8) genau je zweimal, die Summanden (n +1), (n + 3),

(n + 5) und (n + 7) genau je dreimal, und es] kommt nur

der Summand (n + 4) genau viermal vor. Bei der Bildung der

"Zeilen-", "Spalten-" und "Diagonalsummen" wird nur das

schraffierte Feld genau viermal, [die Eckfelder werden je

dreimal und alle iibrigen Felder je zweimal] M belegt. Daher
muB in dem schraffierten Feld die Zahl (n + 4), das ist die

finfte der der GrdBe nach geordneten Zahlem n, ..., (n + 8),

stehen, und wenn sie dort steht, gibt es die angegebene Mog-
lichkeit.

1 A
) Die eingeklammerten Angaben sind fiir eine (ollstdndige) Lo-
sung nicht erforderlich.



L 9;I

9/111/3) Lbsung: 7 Punkte
Das Dreieck /\ABC ist wegen (1f_‘) = (-;/—-‘)2 + 12 nach der
Umkehrung des Satzes des Pythagoras rechtwinklig. Es sei
0.B.d.A., AC =m, BC = my2 und IB = mY 3 (m eine positive
reelle Zahl) gesetzt Dann ist AB Hypotenuse, der rechte Win-
kel liegt also bei I (der gr¥ften Seite liegt der griSte Win-
kel gegeniiber).
Es seien D der Mittelpunkt von AB, E der Mittelpunkt von BC
und S der Schnittpunkt von CD und AE.

A ya |®

Abb. L 933

Nach der Umkehrung des Satzes des Thales gilt nun:
0= =05=4ny3.
Daraus und aus dem Satz ilber das Teilverhdltnis zweler sich
sohneidenden Seitenhalbierenden eines Dreiecks folgt:
(1)‘5-509-3-::1 e
Es gilt nach dem Satz des Pythagoras ( A AEC)
N 1
AE = ym© + B2 = g
Mithin gilts

@ B=-§m=5Fafe. !

Wegen (1) und (2) gilt s 1 PR B

Daher ist nach der Umkehrung des Satzes des Pythagoras ZCSASG
rechtwinklig mit dem rechten Winkel bei S, die Seitenhalbie-

renden CD und AE stehen also senkrecht aufeinander w.z.b.w..



L 9;I1 XI. Olympiade Junger Mathematiker
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Ldsungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 9 - 2. Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Ldsungen fUr die
1. Stufe gelten auch fir die 3. Stufe.

9/I11/4) Ldsung: 6 Punkte
Ein Rechteck ABCD geniigt genau dann den Bedingungen der Auf-
gabe, wenn < AS 254 T <;ts1szc gilt. Da ferner in jedem
Rechteck ~#EAszs & <¢IS2S1C (Wechselwinkel an geschnitte-
nen Parallelen) ist, so geniigt ein Rechteck genau dann den
Bedingungen der Aufgabe, wenn

D b S] a-b ©
b a-b
45°
A 57 B
S a
2 2
Abb. L 934

das Dreieck A\ 5,5,C gleichschenklig mit 5,C = 5,0 ist. Nun
ist das rechtwinklige Dreieck A ADS stets gleichschenklig,
da <X DAS, eine GroBe von 45° hat und somit

<K Das, <CAs,D gilt.
Daher gilt:
55_ DX = b, und das Rechteck geniigt genau dann den Bedingun-
gen der Aufgabe, wenn 5,C = S_U =a-bgilt. Da szszBC
rechtwinklig ist, ist dies nach dem Satz des Pythagoras ge-
nau dann der Fall, wsnn

(a - b)2 =

=

T
oder, gleichbedeutend hiermit,

32 - 2ab

2
EE , d.h.

ﬁaz = 2 ab
gilt.
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L 9;I1

Wegen a # 0 trifft dies genau filr
a:b=282:3
zu.

9/II1/5) LYsung: 6 Punkte
Es gilt (a + b = 0)2 2 0, und das Gleichheitvszeichen gilt ge-
nau fiir a + b = ¢. Daraus folgt
(a - b)2 - 2(a + D)o + o? 2 0, also

a2 + 12 4+ o2 z2 (be + ac - ab).
Nach Division durch die positive reelle Zahl abc ergibt das
b > 1 1 1
%5 + o=+ %3 =2(z+ g5 -3 und das

Gleichheitszeichen gilt genau fir
a+b=c.

9/111/6) Lbsung: 8 Punkte
Angenommen, die Gleichung hidtte eine Ldsung. Dann gilt
v(2x + 1) = 2x% - 5x + 19 , also

y=%Xx-3+ Eig%'T'mit X ¢ - % .
Da x, y ganzzahlig sein sollen, muB8 auch xaf eine ganze
Zahl sein. Das ist genau dann der Fall, wenn 2x + * ein Tei-
ler von 22, d.h., eine der Zahlem -22; -11; -1; 1; 11; 22
ist.
Fir 2x + 1 = + 22 ist x nicht ganzzahlig. In den ilbrigen FHl-
len erh#lt man fiir x der Reihe nach die Werte -6; -1; 0; 5
und daraus fir y die Werte -11, -26, 19, 4.
Also kdnnen hochstens die Zahlenpaare (-6; -11), (-1; -26),
(03 19), (5; 4) Losung sein.
Durch Einsetzen in die gegebene Gleichung findet man, daB sie
es auch sind.



