A 7;1 XI. Olympiade Junger Mathematiker der DIR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 7 -1, Tag -

Achbtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen. Dies bedeutet
insbesondere, daB dle in einer LB¥sung unbewiesen ver-
wendeten Sachverhalte anzugeben sind. Der L¥sungsweg
(einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruktionen,
Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein. Die Gedan-
kengiinge und Schliisse sind in logisch und grammatisch
einwandfreien SH#tzen darsulegen.

7/11I/1) Ermittle alle Primzahlen p, die gleichzeitig den fol—
genden Bedingungen genligen:
(1) p <100 .
(2) p 188t sowohl bei Division durch 3 als auch bei Division
durch 5 jeweils den Rest 2.
(3) p 148t bei Division durch 4 den Rest 1.

7/111/2) In einer Klasse mit 28 Sohiilern beteiligen sich alle
Schiiler am auBerunterrichtlichen Sport, und zwar jeder an
mindestens einer der folgenden vier Sportarten: FuBball,
Leiohtathletik, Schwimmen und Turnen, in jeder dieser Sport-
arten mindestens 4 Schiller. Kein Schiller beteiligt sich an
einer Sportart, die hier nicht aufgezihlt ist.

Bekannt ist von den Schillern dieser XKlasse:

(1) Jeder Sohiiler betreibt hBchstens swei Sportarten.

(2) Genau 18 Sohiiler beteiligen sich an genau einer Sportart.

(3) Von den Schillern, die Leichtathletik betreiben, nimmt ge-~
nau dle H¥lfte auch noch am TPurnen teil.

(4) Jeder Schwimmer betreibt zwei Sportarten, wobei alle an-
deren Sportarten in gleicher Angzahl vertreten sind.

(5) Die Anzahl der Sohiiler, die nur turnen, ist gleich der
Anzahl der Schiller, die nur FuSball spielen.

(6) Die Menge der Schiiler, die sowohl turnen als auch FuBball
gpielen, ist leer.

(7) Die Ansahl der Schiller, die sowohl Turnen als auoch Leicht—
athletik betreiben, ist gleioch der Anzahl derjenigen un-
ter den restliochen Schiilern, die sich ebenfalls an zwei
Sportarten beteiligen.
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Ermittle die Anzahlen aller Schiller dieser Klasse, die sich
an

a) FuBball

b) Leichtathletik
¢) Schwimmen

d) Turnen

beteiligen!

7/I11/3) Gegeben sei ein Quadrat ABCD mit der Seltenlinge a.
Auf BC liege ein Punkt P1 derart, daB
BP, = P,C gilt, auf CD liege ein Punkt P, mit
1 2

1

fQD = 3 CP2 und ~auf DA ein Punkt P3 mit

PBA =3 DP3.
Ein Punkt P wandere auf Seiten des Quadrates von P1 ilber
B und A nach P3.

Es sei nun AQ der Flécheninhalt des Quadrates ABCD und

Av der des Vielecks PP1PZP3.

Ermittle simtliohe Lagen von P, fiir die das Verh&dltnis

Ay ¢ 4

a) am griéBten

b) am kleinsten ist!

Berechne das Verhlltnis fiir jeden der belden F#lle!

Dabel sel auch zugelassen, daB P mit P1 bzw. P3 zZusammen-
f#11lt, falls hierbei eines der gesuchten Verhdltnisse anf-
tritt.



A 7311 XI. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Besirksolympiade)
Olympiadeklasse 7 2, Tag -

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen. Dies bedeutet
ingbesondere, dafl die in einer L¥sung unbewiesen ver-
wendeien Sachverhalte angzugeben sind. Der LEsungaweg
(einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruktionen,
Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein. Die Gedan-
kengénge und Schliisse sind in logisch und grammatisoch
einwandfreien SH#tzen darzulegen.

7/111/4) Pritez erzihlt:
In unserer Klasse gibt es genau doppelt soviel Midchen wie
Jungen.
Wéren es jJe 5 Jungen und MHdchen weniger, dann hitten wir
genau dreimal soviel Midohen wie Jungen.
Ermittle die Anzahl aller Midchen und die aller Jungen die-
ser Klasse!

7/I11/5) Beweise den folgenden Satz:
Jat P eln Punkt, der im Innern oder auf dem Rande eines
Quadrates ABCD liegt, so ist die Summe der Lingen der Verbin-
dungsstrecken von P mit den vier Eokpunkten A,B,C,D gréfer
als die doppelte Linge einer Quadratseite.

7/111/6) Konmstruiere ein Dreieck A\ ABC aus o = 5 om,
b, = 4,5 om, 8, = 5,5 om! Dabel sei ¢ die Lénge der Seite
AB, ha_die Liénge der HBhe des Drelecks, dle auf der Geraden
durch B und C senkrecht steht, und 8, die Linge der Seiten-
halbierenden der Seite BC.
Beschreibe und begriinde deine Konstruktion!
Stelle fest, ob durch die gegebenen Stiicke ein Dreieck ein-
deutig bestimmt ist!
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L 7;1 XI. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Lusungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 7 - 1. Tag -~

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den L8sungen fur die
1. Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe.

7/111/1) LBsung: 5 Punkte
Angenommen, p sei eine Primzahl, die den Bedingungen (1), (2),
(3) geniligt. Wegen (2) ist dann p — 2 sowohl durch 3 als auch
durch 5 teilbar. Da 3 und 5 teilerfremd sind, ist folglich
P-2durch 3 ¢+ 5 = 15 teilbar, d.h. p ist von der Form
n + 15 + 2 (n eine nattirliche Zahl).

Wegen (3) ist p und damit auch n ungerade.

Also ktnnen wegen (1) h¥chstens die Zahlen 17; 47; 77 den Be-
dingungen der Aufgabe gentigen. Von ihnen ist 77 keine Prim-
zahl, und 47 geniigt nicht der Bedingung (3). Also kann nur 17
Lésung der Aufgabe sein. In der Tat erfiillt 17 die Bedingun-
gen (1), (2), (3) und ist damit die einzige derartige Prim-
zahl.

7/111/2) LYsung: 7 Punkte

Zur AbkUrzung begeichnen wir die Schiller, die sich nur an

einer Sportart beteiligen, mit ¥, I, S, T, und die Schiiler,

die sich an zwel Sportarten beteiligen, mit FL, FS, FT, LS,

LT, ST, Jjeweils nach den Anfangsbuchstaben der Sportarten.

Dann gilts

(8) Wegen (2) betreiben genau 18 Schitler je genau eine Sport-
art.

(9) Wegen (1) und (8), und weil die Klasse 28 Schiller hat,
betreiben genau 10 Scohiller je genau zwei Sportarten.

(10) Wegen (9) und (7) gibt es genau 5 LT.

(11) Wegen (9), (10), (4) und da es laut Aufgabenstellung min-
destens 1 Schwimmer gibt, gibt es gemau 1 FS, 1 IS, 1 ST.
G#be es nlmlich je 2 davon, wire wegen 5 + 6 = 11 > 10
die m8gliche Anzahl bereits {iberschritten.

(12) Wegen (9), (10), (11) und (6) gibt es genau 2 FL.
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(13) Wegen (10) und (3) gibt es genau 10 Leiohtathleten, also
wegen (10), (11) und (12) genau 2 L.

(14) Wegen (8), (13), (4) und (5) gibt es genau 8 F und 8 T.
Folglich gibt es in dieser Klasse genau
11 PuBballer (némlich 8F, 2FL, 1PS),
10 Leichtathleten (nEimlioh 2L, 2FL, 118, S5LT),
3 Sohwimmer (nimlich 1FS, 1S, 18T,
14 Purner (niimlioch 8%, SLT, 181).

7/111/3) L¥sung: 8 Punkte
Laut Aufgabe gilts
B =B =080 =DZ=aund
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Abb. L 733

Das Vieleck PP1?2P3 hat genau dann den kleinsten FlHchenin-
halt, wenn das Dreieck ACXPHPP3 (zur Strecke P1P3 entartet
ist und damit) den kleinsten mBglichen Flédcheninhalt O hat.
Dies tritt genau dann eln, wemn

P= P1 oder P = P3
gilt.



in diesem Falle ist der Flioheninhalt des Vielecks PP122P3
gleioh dem des Drelecks

VANE 3 % 38
Der Flécheninhalt des Vielecks PP122P3 ist genan dann am
gréflten, wenn der des Dreiecks AB.PP1P3 am gréfiten ist, weil
die Dreleocke auf verschiedenen Seiten der Geraden g liegen.
Dies ist genau dann der Fall, wenn der Punkt P den gréBten
Abstand von 2123 hat. Zieht man durch A die Parallele h zu
der Geraden g duroh P, und PB, dann erkennt man, da8 unter al-
len mbgliohen Lagen des Punktes P dieser genau im Palle P = A
den griften Abstand von der fest vorgegebenen Seite P1P3 hat;
denn ffir alle anderen Lagen des Punktea P liegt dieser im In-~
nern des von g und h begrenzten Parallelenstreifens oder auf
g, weil f;I nach Voraussetzung griBer als P, B ist.

a) Den Flécheninhalt A, des Dreiecks AP11’2P3 erhHlt man,
wenn man vom FlHcheninhalt AQ des Quadrates ABCD die Fli-
cheninhalte der DPrejecke A PyP,C und A P3P,D sowie den
FlHocheninhalt des Trapeses P1P3AB subtrahiert.

Es gilt daher
2 _1.a . 8
Ap=8 -7°3°}%
I

NI

>
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> .

Das gesuchte Verhdltnis der Plicheninhalte betridgt in die-
sem Falle, wegen AQ - a? und A, = Ap

2
AD‘AQ”%’“2=7‘32'

b) Entsprechend kamm der Flicheninhalt Ay des Vierecks
P1P2P3A ermittelt werden:



Das gesuchte grtfte Verh#iltnis der Flicheninhalte betriigt
also
Ay 3 AQ = 19 3 32.



L 7;11 XI. Olympiade Junger Mathematliker der DDR
3. Stufe (Besirksolympiade)
L8sungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 7 - 2. Tag -~

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Lsungen fiir die
1. Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe.

7/111/4) LBsung: 5 Punkte
Man kann sich die Klasse in Drelergruppen zu je 2 Midochen und
einem Jungen aufgeteilt denken. Wenn jetzt von genau 5 dieser
Dreiergruppen je ein Midchen und ein Junge fortgingen, blie-
ben von ihnen genau 5 Médchen iUbrig. Dlese kinnen nur dann
die restlichen Dreiergruppen in Vierergruppen (zu je 3 Mid-
chen und 1 Jungen) umwandeln, wenn deren Anzahl ebenfalls 5
betréigt. Also gibt es in der Klasse genau 10 der oben be-
schriebenen Drejergruppen, die Klasse hat also genau 30 Schil-
ler, und zwar 20 Midchen und 10 Jungen.

Anderer LUsungsweg: ,
Bezeichnet man die Anzahl der Jungen dieser Klasse mit x,

dann ist die der MBdchen 2x. Die Klasse hat mithin wegen
X + 2x = 3x insgesamt 3 x Schiller (Mddchen und Jungen).
Wdren es je 5 Jungen und MHdchen weniger, so wiirde die Anzahl
aller Schiiler 3 x - 10 betragen.
Daher gilt dann laut Aufgabe
3 - 10 = (x - 5) + 3(x - 5),
woraus man X = 10 erhdlt. Die Klasse hat also genau 30 Schii-
ler, und zwar 20 M#dchen und 10 Jungen.

7/I11/5) Ldsung: 6 Punkte
Es sei AB = BC = 0D = D& = a.
Ferner sel P ein Punkt der Quadratfléiche, und es gelte:
P = x,, BF = x,, GP = x5 und P - x,.
Dann gilt unter Benutzung der Dreiecksungleichung:

1) X, + X, = a,
>
(2) 2, + x, = a,
2 3 =
(3) x, + x, = a,
3 4
() x, + X, = a.
30 05 13 - 1



L 7311

Dabei gilt in (1), in (2), in (3) bzw. in (4) das Gleichheits-
zeichen nur dann, wenn P auf AB, auf BC, auf CD bsw. auf DA
liegt. Da dies bei keiner Lage von P filr alle vier Selten AB,
BC, CD, DA gleichzeitig zutrifft, gilt bei keiner Lage von P
in allen vier Beziehungen (1), (2), (3), (4) das Gleichheits-
zeichen.
Somit ergibt sich stets

2x1 + 2x2 + 213 + 2xh > ha und daher

x, + X, + x3 + X, > 2a, W.z.b.w.

D o

Xl. x3
FJ

3 )

A B

Abb.L7;5
7/111/6) LYsung: 9 Punkte

(I) Angenommen, £\ ABC sei
ein Dreieck, das den Bedin-
gungen der Aufgabe entspricht
(Abb. L 7;6). Der FuBpunkt
der Hthe durch A auf die Ge-
rade durch B und C sei F,
der Mittelpunkt von BC sel D.
Dann werde das Teildreieck
Z\ ABF aus ha’ ¢ und dem
rechten Winkel <X AFB
konstruiert. Abb. L 736
Punkt D liegt erstens auf dem Kreis mit 8, um A und zweltens
auf der Geraden durch F und B.




L 7;1I

(II) Daraus ergibt sich, da8 ein Dreieck A\ 1Be nur dann den

Bedingungen der Aufgabe entspricht, wemn es durch folgende

Konstruktion erhalten werden kannt

(1) Wir konstruieren ein Dreieck A ABF mit einem rechten
Winkel ~J AFB und Seiten AB, AF der llnge o bzw. h_.

(2) Wir ziehen die Gerade durch F und B.

(3) Wir schlagen einen Kreis um A mit S,. Schneidet er die
Gerade durch F und B, so sei D einer der Schnittpunkte.

(4) Wir schlagen den Kreis um D mit ED. Schneidet er die
Gerade durch B und F aufler in B noch in elnem zweiten
Punkt, so sel dieser C genannt.

(11I) Beweis, daB jedes so konstruierte Dreieck /\ ABC den

Bedingungen der Aufgabe entspricht:

Nach Konstruktion ist AB = o, AF die auf der Geradem durch

B und C senkrechte Hthe mit AF = ha und D der Mittelpunkt

von BC; ferner gilt D = s_.

(IV) Konstruktionsschritt (1) ist im (hier vorliegenden)

Falle ha < ¢ bis auf Kongruenz eindeutig ausfithrbar, Kon-

struktionsschritt (2) ebenfalls. Wegen 8, > h, ergibt 3

genau zwel Schnittpunkte, die D1 und D2 genannt seien. Da

nicht B, sondern F Mittelpunkt der Strecke D1D2 ist, ist

D, # BI,.

Somit ergibt (4) gemau zwei verschiedene Schnittpunkte, die

C, und C, genannt seien. Wegen Fﬁ; ¥ Eﬁ- ist auch EET # Bﬁ;.

[Es existieren folglich zwel Dreiecke ACSABC und
ACSABGQ, die beide dile gleiche entsprechende Hbhenlénge,
aber verschiedene Lingen der sugeh8rigen @Grundseiten haben.
Daher haben sie versohiedenen Flicheninhalt, sind also zuein-~
ander nicht kongruent]1 Infolgedessen existieren bis auf
* Kongruenz genau zwel verschiedene Dreiecke, die beide allen
Bedingungen der Aufgabe geniigen (Abb. L 7;6a).

D Wenn der in eckigen Klammern stehende Nachweis vom Schiiler
nicht gebracht wird, isv deswegen kein Punkt abzuziehen.
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