47

XI. Olympiade Junger Mathematiker der DIR
2, Stufe (¥reisolympiade)
Olympiadeklasse 7

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen, Dies bedeutet ins-—

/IT/1)

7/11/2)

7/I1/3)

7/11/4)

besondere, daf die in einer ILYsung unbewiesen verwende-
ten Sachverhalte anzugeben sind, Der L¥sungsweg (ein-
schlieBlich Nebenrechnungen, Konstruktionen, Hilfslinien)
mB deutlich erkennbar sein, Die GedankengHnge und’
Schliisse sind in logisch und grammatisch einwandfreien
SHtzen darzulegen, ’ ‘

Ermittle alle dreistelligen natiirlichen Zahlen, die
gleichzeitig durch 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9, 12 und 14 teil-
bar sind!

Andreas, Birglt und Claudia trugen untereinander ein

kleines Schachturnier aus., Folgendes ist hiertiber be-

kannt:

(1) Jeder spielte gegen jeden die gleiche Anzahl von
Partien.

(2) Keine Partie endete unentschieden(remis),

(3) Andreas gewann genau 2 seiner Spiele.

(4) Birgit gewann genau % ihrer Spiele.

(5) Claudia gewann genau ein Spiel.

Ermittle die Anzahl aller Spiele, die in dem Turnier ins-

gesamt ausgetragen wurdenl|

Beweise folgenden Satz:

In jedem spitzwinkligen Dreieck /\ ABC hat jeweils
einer der Schnittwinkel je zweier HBhen die gleiche
GroBe wie der Innenwinkel an derjenigen Eoke,'von der
keine der'beiden H8hen ausgeht.

Konstrulere ein konvexes Vierebk ABCD aus
BC = 3,5 om; CD = 3,5 em; AC = 5 om,

"= A8 = 75°  und ¥ ABC = 120°.
Beschreibe und begriinde deine Konstruktionl!

Stelle fest, ob durch die gegebenen Stiicke ein konvexes
A} .
Viereck eindeutig bestimmt ist!

Anmerkung: = ABC bedeutet die GréBe des Winkels 2rABC.
20 05 12=1 , 1
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XI. Olympiade Junger Mathematiker der DIR

2. Stufe (Xreisolympiade)
I6sungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 7

Achtuns Die Bemerkungen im Vorspann zu den L&sungen fir die
1. Stufe'gelten auch fUr die 2, Stufe.

7/II/1) 18sung: 8 Punkte
Eine Zahl ist genad dann gleichzeitig durch
2y 3y 4y 64 7, 8, 9, 12 und 14 teilbar, wenn
sie das kgV dieser Zahlen ist. Wegen

are 208 ' s

3 = e P

b =2+ 2 5

6=2. 5 ’

7= 7ialy

B =2+ 2¢02 :

9 = g asiio f ) ’

12 = 2 « 23 5

14 = 2 « 7 ist das kgV dieser
Zahlen

2821 o M2le 81 e 31 VTR =50,

Die einzige dreistellige nattirliche Zahl,

die durch 504 teilbar ist, ist 504. :
-Daher ist 504 die einzige Zahl, die allen Be-
dingungen der Aufgabe entspricht,

7/11/2) 1ssunge _ A 10 Punkte
- Da es genau 3 Mtglichkeiten gibt, aus den
drei Spielern ein Paar von gegeneinander
Spielenden auszuwdhlen, so ist nach (1) die
Anzahl aller Spiele das Dreifache derjenigen
Partiezahl, die jeweils ein solches Paar
gegeneinander austrug.
(7) Des Doppelte dieser Partienzahl und so-
mit % aller Spiele des Turnisrs betrHgt
daher die Anzahl derjenigen Spiele, an

30 05 12-1 ' ¢ 1
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denen jeweils einer der Spieler {iverhaupt

teilnahm, 4. h, jeder der 3 Spieler nahm
an genau %‘aller Spiele teil.

Wegen (3) und (7) gewann infolgedessen
Andreas genau = ¢ 3 = é aller Spiele und we-
gen (4) und (7) Birgit genau % . % = %
aller Spiele,

Somit gewannen Andreas und Birglt zosammen

wegen g + % = %% genau %% aller Spiele. Da-—

her und weil wegen (2) jedes Spiel von ge-
hau einem Spieler gewonnen sein mufte, ge-
wann Claudia genau T& aller Spiele. Da
dies andererseits nach (5) genau ein Spiel
war, wurden folglich genau 18 Spiele bei
diesem Turnier ausgetragén.

7/11/3) Losung: 10 Punkte

weil A ABC ein spitzwinkliges Dreieck ist,
liegt der Hthenschnittpunkt im Tnnern des
Dreiecks., Fr sei mit H bezeichnet.
Bs seien ferner zwei Hohen des Dreiecks aus-—
gewdhlt; die Bezeichnung 188+ sich dann so
wdhlen, daB dies die von C bzw. A ausgehenden
Hshen sind. Thre Fulpunkte auf AB bzw, BC
seien D bzw. F genannt.
Dann gilt:

X ADC T 4 AEB als rechte Winkel
und < HAD Y x IAD (H liegt auf AT).
Tolglich gilt wegen des Winkelsummensatzes

( A ADH bzw. A BEA)
2~ AHD ¥ <F ABE, WeZoDoWe
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Abb,

7/1I1/4) L¥sung:
() Angenommen, ABCD sel ein Viereck, das
den Bedingungen der Aufgabe genligt
(avb, T 7;4).

Abb, L 7;4

Dann ist das Dreieck A ABC aus den Sei-
ten AC, BC'und dem der grdBeren Seite AC
gegenuberliegenden Winkel 4 ABC zu kon-
struieren. Punkt D mu8 nun erstens auf
dem freien Schenkel eines Winkels der
GréBe &7 BAD und zweitens auf dem Kreis
um C mit dem Radius TD liegen., Ferner
liegen, da das Viereck konvex ist, B und
D auf verschiedenen Seiten der Geraden
durch A und C,

g3

12 Punkte



(II) Daraus ergibt sich, daB ein Viereck ABCD
nur dann den Bedingungen der Aufgabe ent-
spricht, wenn es durch folgende Konstruk—
tion erhalten werden kanng

(1) Man kondtruiert ein Dreieck AABC aus
AC = 5 em, BC = 3,5 und ¢ ABC = 120°.

(2) Man trégt in A an AB einen Winkel der
grsfe 75° so an, da8 sein freier Schen~
kel nicht auf derselben Seite der Gera-'
den durch A und C liegt wie B,

(3) Man schlégt den Kreis um C mit CD = 3,5 cm,
Schneidet er den freien Schenkel des in
(2) konstruierten Winkels, so sei einer
der Schnittpunkte D genannt,

(III) Der Beweis, daB ‘bei je 4 so konstruierten
Punkten A, B, C, D die vorgeschriebenen Strek-
kenléngen und Winkelgrsflen auftreten, ergibt
sich unmittelbar aus (II) und der Umkehrung
der Schlisse in (I)e
Ferner folgt aus (II), daB

F DAE + X EBC = 195° >180° ist, so

daB keiner der Winkel - BCD, X CDA die Gro-
Be 180° erreichen oder Uberschreiten kann.
Daher bilden A, B, C, D die Ecken eines kon-
vexen Vierecks,

(IV) Die Konstruktion des Dreiecks A ABC ist wegen
Z0 > 50 und, weil X ABC der Seite AC gegen-—
Uberliegt, nach dem Kriterium (ssw) stets bis
auf Kongruenz eindeutig ausfithrbar. Der Kreis
um ¢ mit CD schneidet den freien Schenkel des
nach (2) konstruierten Winkels von 75° bei den
vorgegebenen Werten in genau zwe1 Punkten D1
und D,. Men erhilt also (bis auf Kongruenz)
zwel Vierecke, ABCD, und ABCD,, die beide den
Bedingungen der Aufgabe genugen (s. Abb, T 7;4a).



8
Abb, L 7jba

Die beiden Vierecke sind nicht kongruent,
da sie (wie aus der Figur ersichtlich ist)
verschiedenen Fl#cheninhalt haben,
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