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L 11/12;51 X, Olympiade Junger Mathematiker der DDR
4, Stufe (DDR-Olympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklassen 11/12 -1, Tag =

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Losungen fir die
1. Stufe gelten auch fiir die 4. Stufe ‘

11/12/IV/1) Losung: 5 Punkte
Angenommen, die Ungleichung besitzt fiir
eine reelle Zahl a eine reelle Losung X.
Da beide Wurzeln reell sein sollen, miissen
die beiden Bedingungen:

a + X 2‘0, a -x 2 0

oder umgeformt:
-as x, xSa

gleichzeitig erfiillt sein, Sie sind mit der
Ungleichung

(1) lx' fa dquivalent, die also
neben der gegebenen Ungleichung stets er-
fiillt sein mufl,

Es werden nun die folgenden Félle untersucht:

I. PFir a <0 kann (1) wegen [x| 20 nicht
erfiillt werden, so daB es keine reelle
Losung x gibt.

II, Fir a = 0 muB wegen (1) x = O gelten.

Fir x = 0 ist aber die gegebene Unglei-

chung nicht erfiillt; denn es gilt nicht

0+ 0> 0.

Somit kann auch in diesem Falle keine

reelle Losung in x existieren.

III. Es bleibt nur noch der Fall a > 0 zu
untersuchen, )
Es sei a > 0, Dann ergibt sich daraus
wegen (1) a“ - x° 2 0 und aus der gege-~
benen Ungleichung durch Quadrieren die
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dann zu ihr dquivalente Ungleichung:

!

2a + 2 V 'az- X2 >a® oder umgeformt:

(2) Zl/a.z-x2 >a (a - 2).

Hier wechselt die rechte Seite bei

‘a = 2 das Vorzeichen, so da8 eine Fall-

unterscheidung notwendig wird:

1) Es sei 0 < a < 2, Dann gilt
a(a = 2) <0, Also ist (2) erfiillt,
sobald 32 - x2 20 gilt. .
Das trifft fiir alle x mit (1), d. h.
mit -asSx%a zu.

2) Es sei a = 2, Dann gilt a(a = 2) = 0,
so daB (2) fir 74 - x° >C, also far
- 2 < x <2 und nur fir diese cr=-
fiillt ist.

3) Es sei a >2., Dann gilt a(a = 2) >0.
Aus (2) folgt die Ungleichung

4(a% - x2)> a’(a - 2)2 oder

(3 x2<-,11 a’(4 - a).
(Anmerkung: Ist (3) erfiillt, so ist
4(:5!.2 - x2) >a2(a - 2)2 2 0, also die
Bedingung (1), ja sogar (4) |[x|<a von

selbst mit erfiillt.)

Da die rechte Seite von (3) positiv sein
muB, kann (3) fiir a 2 4 nie erfiillt sein,
Somit bleibt nur noch der Fall

2 <a < 4 - zu untersuchen,

Tatsdchlich sind unter dieser Vorausset-

zung alle x mit

(5) le < _aé._], a (4 - a) und nur diese

Losungen der gegebenen Ungleichung, da
dann (5) mit (3) #dquivalent ist.
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So ergibt sich folgende Ubersicht:

Parameterwerte Zugehorige Losungen

a s 0 keine
0<acg?2 -a Sx §'a
a=2 2<x<2
2<a<y4 -%V a(4-a)'<x<%1 (4~a)a
a ? 4 keine,
11/12/1IV/2) Losung: 6 Punkte

I, Im Falle n = 0 ist F(x) = f(x) und da-
her die Behauptung richtig.

II, Im Falle n >0 hat F den gleichen Grad
n wie £, und es gilt (wegen f(n+1)(x)=o):

h« F'(x) = F(x) = £(x) (1),

Da f nach Voraussetzung keine reellen
Nullstellen hat, muB n gerade sein;
denn jede ganzrationale Funktion von
ungeradem Grade hat mindestens eine
reelle Nullstelle,

Angenommen, F hétte eine reelle Null-
stelle Xqe

Dann lieBe sich F durch (x - x1) divi-
dieren, und man erhielte eine ganzra-
tionale Funktion von dem ungeraden
Grade (n = 1), '

Diese Funktion hdtte daher mindestens
eine reelle Nullstelle.

Somit ﬁﬁBte F mindestens zwei reelle
Nullstellen, etwa X4 und X5 haben.

Dabei kénnten, da F(x) nur endlich vie-
le Nullstellen besitzen kann, X4 und X
so gewdhlt werden, daB X4 §'x2 gilt und
zwischen X4 und X5 keine weiteren Null=-
stellen von F(x) liegen.
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Es gilt sogar X, # x,; denn fiir

X, = X, Wwire neben F(x1) = Q auch
F'(x1) = 0, so daB daraus wegen
(1) f(x1) = 0 folgen wiirde, im Wider-

spruch zur Voraussetzung des zu beweir

senden Satzes. 1

Dann folgte aus
h e F'(x1) = - f(x1) sowie

h o« F'(x,) = - £(x;),

daB auch die Vorzeichen von F'(x1) und
F'(xz) iibereinstimmen miiBten, weil laut
Voraussetzung f keine reelle Nullstelle

~und demzufolge iiberall das gleiche Vor-
zeichen hat,

Da zwischen x4 und X, keine weiteren
reellen Nullstellen von F liegen, ist
das nicht méglich. F(x) hétte némlich
in einer geniigend kleinen rechtsseiti-
gen Umgebung von X4 dasselbe Vorzeichen
und in einer geniigend kleinen linkssei-
tigen Umgebung von X, das entgegenge=
setzte Vorzeichen wie F'(x), hHtte da-
her also zwischen x4 und X5 eine weitere
Nullstelle,

Also war die Annahme, F hétte minde-
‘stens eine reelle Nullstelle, falsch.
Damit ist der Satz bewiesen.

1) Beweis: Ist X; = x,, so 1Bt sich F(x) in der Form
F(x) = (x - x1)2 F1(x) [F1(x) Polynom (n-2)ten Grade%

darstellen, und es gilt F'(x) = 2(x - x1) F1(x)+(x-x1)2F{(x),
also F'(x1) = 0,
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11/12/IV/3) Lésung:’ 8 Punkte

Wir bezeichnen die konvexen Vielecksflé-
chen mit V1, V2, V3, V4. Nach Vorausset=
zung existieren Punkte P; (i =1,2,3,4)
mit .
P, (4 V2f\ V3f\V4; P2 €V3 f\V4 /\V1;

PyE VNV ATy B €V NV N5

Nun gilt der Satz:

Liegen drei nicht auf derselben Geraden lie-
gende Punkte A, B, C in einer konvexen Viel-
ecksfldche, dann liegt auch die Fléche des
Dreiecks 2\ ABC vollstédndig in dieser Viel=-
ecksfléché, )

Es seien nun

| F, die Fléche des Dreiecks AP1 P, P,
Py

F, die Fléche des Dreiecks Ar, P,

F, die Flédche des Dreiecks Z& P, P, P
2 374 1
F3 die Fléache des Dreiecks P4 P1 P2.

Dann gilt:
F, &V, (1 =1,2,3,4). (1)

Fiir die gegenseitige Lage der Punkte
Pi (i =1, 2, 3, 4) muB einer der folgenden
Félle eintreten:

a) Entweder gehodrt einer der vier Punkte
der durch die anderen drei Punkte be-
stimmten Dreiecksflédche an oder

1) Beweis: Da die Vielecke konvex sind, verlduft die Verbin-
dungsstrecke je zweier in der gleichen Vielecksfldche gele~
gener Punkte ganz in dieser Vielecksfldche. Daher liegen
die Seiten des Dreiecks A\ ABC und damit auch die Verbin-
dungsstrecke je zweier auf den Seiten gelegener Punkte ganz
in dieser Vielecksfl&che,
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b) lie vier Punkte sind die Eckpunkte eines
konvexen Vierecks, a

Inm Falle a) sei 0.B.d.A. der Punkt P, ein
Punkt der Fléche F,, Wegen F C:ZVA gilt dann
P, €v1, d. h. P, ist Element aller vier
Vielecksfléchen,

Im Falle b) sei Q der Schnittpunkt der Dia-
gonalen des konvexen Vierecks P1P P3P4.

Dann liegt Q auf je einer Seite der durch
jeweils drei der vier Punkte P1, P2, P3, P
gebildeten Dreiecke, gehdrt mithin allen
Dreiecksfléchen

Fy (i =1, 2, 3, 4) und damit wegen (1)

auch allen konvexen Vielecksfl&achen
V (i=1) 2, 3, 4) an,
Damit 1st der Satz bewiesen,
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X, Olympiade Junger Mathematiker der DDR
4, Stufe (DDR-Olympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklassen 11/12 -2,

Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Ldsungen fiir die
1. Stufe gelten auch fiir die 4. Stufe.

11/12/1V/4)
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Losung:

Angenommen, (x, y, z) sei eine Losung des
Gleichungssystems (1), (2),(3).

Dann erh&lt man durch Multiplikation mit

a, bzw, a4 und durch Subtraktion aus den
Gleichungen (1) und (2)

a,x = a1b2z = a2b1 - a483.
Hieraus und aus (3) erh&lt man durch Multi-
plikation mit a, bzw, a,lb2
x(aza4+a1b2b3)=a2a4b1-a1a3a4+a1b2b4. (4)
Analog erhédlt man
y(aza4 + a1b2b3) = 33a4—b2b4 -+ b1b2bj, (59
z(a234 + a1b2b3) = a1a3b3-a2b1b3+32b4. (6)
Daraus folgt, daB das gegebene Gleichungs-

gystem sicher dann genau eine ganzzahlige
Lgsung hat, wenn

ax8, + a1b2b3 =D gleich 1 odexr =1

ist; denn die Terme auf den rechten Seiten
von (4), (5), (6) sind ganzzahlig und da=-
her ist es fir ID' = 1 auch die Losung

(x, ¥y, 2) des gegebenen Gleichungssystems.
A kann also sein Ziel erreichen, wenn er
so spielt, daB |D| = 1 wird.
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a) Das 1#éBt sich erreichen, wenn A 3 Punkte

z, B, zundchst
g ==, - 1 und as beliebig
ganzzahlig wéhlt, Denn dann wird
D= a, - b2b3 , und
wghlt A nun noch 8y = b2b3 + 1, 80
wird
D=1,

b) A kann aber auch von vornherein die 3 Punkte
Koeffizienten 84y sees a, so festle~-
gen , daB |D| = 1 wird, unabhéngig
von der Wahl der Koeffizienten
b1. PRPIP b4 durch B, daB er also stets
gewinnt, Er erreicht dies z. B., wenn

er - ) iy
a, =0, Ia2| =1, |a4| =1 und
asg beliebig ganzzahlig wéhlt; denn

dann wird

IDI = Ia2a4 + a1b2b3| =1,

P

insgesamt 6 Punkte

11/12/IV/5) Losung: 7 Punkte

Sei A°A1 PR An ein konvexer Polygon=
zug mit A # A, , g die durch A, und Ay
verlaufende Gerade. Laut Voraussetzung
liegen alle Eckpunkte A; (i=1 400 n=1)
des Polygonzuges auf derselben Seite
von g.

Der Punkt B des Polygonzuges halbiere
diesen Polygonzug der Lénge nach.
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Abb. LAY/42; 5 e

Die Rotationsfléche ist aus Ménteln von
Kegelstiimpfen bzw, deren Entartungen
(M&ntel von Kegeln, Zylindern bzw, Kreis-
fldchen, Kreisringfléchen) zusammenge-
setzt, Damit 188t sich der Fldcheninhalt

F'J des durch Rotation von AJ 1 Aj um g

entstehenden Mantels des Kegelstumpfes
berechnen nach

FJ N. 85 (r > B 1) 1)

wobei s. die Lénge der Mantellinie

AJ 1AJ und ra -1 bzw, r den Abstand der

Punkte Aj-1 bzw, Aj von g angeben,

Es sei tj die Lénge des Polygonzuges
A°A1...Aj. Da rj der Abstand des Punktes
Aj von g ist, gilt

b4 ?rj fir alle 0 § j S n, (2)
Wegen s, = t, = t._, erhélt man aus

(1) und (2) :

H: = Tr‘ sj (I‘J-+I'j_1)

j ﬂ'-s (t At 1)

J
‘n"(tj =38 0. (3

Dabei stellt der Term
. (tg - +5_4) den Flicheninhalt

eines konzentrischen Kreisringes mit den

R t. .
adien j und tJ-1 dar,
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5=

Wir betrachten den Flacheninhalt G der
durch Rotation des Polygonzuges

A0A1"‘ B um g erzeugten Fl&che,

G ist gleich der Summe von F1, 04y Fi
und dem Flécheninhalt FB der von AiB er=
zeugten Rotationsfldche, Aus der Bemer-
kung zu (3) folgt, daB dann G nicht gro-
Ber als die Summe der Flécheninhalte der
Kreisringe mit den Radien

< s g
e tj-1 (1 =3 24i) bzw.

ty, tg mit ty = -2-, d. h, nicht gréger

t

als die Fldche des Kreises mit dem Radius
% ist, daB also
2
G = TF%- gilt, (4)
Fiir den Fl&dcheninhalt G' der durch den

Polygonzug B Ai+1 eos An erzeugten Rota=-

tionsflédche erhalten wir analog

2
G"g TT‘Z_'O (5)
Damit gilt
2
P - 5. (6)
Losung: 8 Punkte

Es ist zu untersuchen, ob A den Bedin=-
gungen (1) bis (3) geniigt,

1. Es seien f(x) = a, + a;x mit

a # 0 und g(x) = b, + byx mit
b, # 0 zwei Elemente aus %L.
‘Dann gilt
filee) olg(x) = & (Eilx))

g(aO + a1x)

L}

B b1(aO + a1x)

n

bo + aob1 + a1b1x.
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f(x) o g(x) ist also wegen a b, #0
ein Polynom 1, Grades mit rationalen
Koeffizienten und daher Element von 0
Da ferner f(x) o g(x) eindeutig bestimmt
ist, ist die Bedingung (1) erfiillt.

2. Fir drei beliebige Elemente

s9(GR) = a, + 8%,

bO + b1x,

g(x)
h(x)

o + c1x mit

a4y by, Cy #RON Nkt

f(x) o g(x) b +a b +a,b,x und

g(x)e h(x) = ¢ _+b c +bic X,
Weiter gilt
[f(x) o g(x)] 0h(x)=co+c1 (b0+aob1+a1b1x)
=co+boc1+aob1c1+aﬁb1c1x

(4)

sowie
f(x)e E;(x) ° h(x)] =c _+c, [b0+b‘I (ao+a1x)]
=co+boc1+aob1c1+a1b1c1x.
$3))

Aus der Gleichheit der rechten Seiten
von (4) und (5) folgt nun unmittelbar,
daB A assoziativ ist,

T) Der hier gegebene Beweis stellt eine Zuriickfilhrung der Be=-
hauptung auf einfache Rechengesetze filir rationale Zahlen dar.
Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dafl A nicht kommu~
tativ ist; denn es gilt nicht immer

f(x) og(x) = g(x)of(x),

\Ji
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3, Es seien f(x) und g(x) zwei beliebige

Elemente aus QL.

Wir nehmen zun&chst an, daf ein Element
(f(x)=uo+ux

in existiert, so daB

f(x)o l_-)"(x) = g(x) gilt. (6)
Dann gilt

u, + u1(ao+ a1x) = b, + byx ,
also

u, + wag = by und w,ay = by, (7)

mithin wegen a, # 0

b a.b_ - a_b
= 1 SO ol
uy = 5? und u, = Y o

Setzt man umgekehrt diese Werte in die
Gleichungen (7) ein, so erkennt man,
daB diese Gleichungen und somit auch
die Gleichung (6) erfiillt sind, d. h.,
die Gleichung (6) ist stets losbar,
und zwar durch

a.b =ab 1
%’(X) P o - SR o G5 RS O
8.1 a,]

Analog stellt man fest, daB auch die
Gleichung

yr(x) o £f(x) = g(x)

stets losbar ist, Sie hat die Losung
b - a b

(x) = KO T O I + ...1_ 52
'y} ay &,

Daher ist auch die Bedingung (3)
erfiillt,

Wweil die Bedingungen (1), (2) und (3)
erfiillt sind, ist also 4¥L eine Gruppe
beziliglich A,
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11/12/1IV/6.2, Lésungs 2 Punkte
a) Nach dem Lehrsatz des Pythagoras
gilt:
(r - y)% + x2 = 17 1)

Daraus erhédlt man

t
r-

A /\.- y.

x % g

P, Py

Y
Abb, L' 11/12: 612

r2 - 2Ty + y2 + x2 = r2, wegen

y(<r)<2r also

2
y = _2(_’ WeZobaWe

2r -y
b) Unter Beachtung von y < r erhidlt 6 Punkte

man aus (1), d. h.aus

(r - y)% =12 = x2  die Gleichung

r -y ='fr2 -xz und weiter
y =\ vl e 'Vr =K e

Fiir alle x mit 0 < x <r gilt somit

P O e X

Wir setzen zur Abkirzung
Ziau (r¥e ugo
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und erhalten

e Y u?
y 2 T L
1 = 1 - u2
=%(1+ '1-u)’
also
¥y =¥, . ¥4
v . R

3G - 11 -3 >o.

Wegen y > 0 und Y1 - u“ <1 folgt
daraus

¥ ~¥>0,
also
§ LA BT Al
e ) HHEE

'15(1" 1-U.‘).

. ; <ol
Demnach ist die Forderung J:'Tﬁﬁﬁ

gleichbedeutend mit
f 2 i
1 =§1 ~-u = 500
) R
W2 s 500% - 4992 _ 999
500

500

Bestimmt man daher n als die kleinste
natiirliche Zahl mit

2) 1y § 22

n 500

so ist folglich dieses n die gesuchte

kleinste natiirliche Zahl mit der Eigen-
schaft, daB fir alle 0 <x ¥ I die Be-
i

41 Dak
1000 erfiillt ist

dingung & s
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Die Berechnung von n kann z, B, so

erfolgen:

1, Moglichkeit:

Man schédtzt die Wurzel

200" = 290 111 auf Grund von
1 999 333

10,5< Y111 < 10,6 ab und erhdlt

< B < < 5B <o

2, Moglichkeit:

(Vermeidung des Wurzelziehens durch
Quadrieren, )

2
Aus (2) folgt n2>-?%83 = 250 > 152;

also kann eine natiirliche Zahl htchstens
‘dann (2) erfiillen, wehn sie groBer als
15 ist. Da man andererseits in der Tat
999 « 16° = 256000 = 256 > 5002

findet, also die Richtigkeit von (2)

fiir n = 16, bestdtigt, so ist n = 16

die gesuchte kleinste natiirliche Zahl
mit .(2),

insgesamt 8 Punkte



