A 11/12; I X. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklassen 11/12 - 1, Tag -

Achbung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen. Dies bedeutet
insbesondere, da8 die in einer L&sung unbewiesen ver-
wendeten Sachverhalte anzugeben sind. Der Lisungsweg
(einschlie8lich Nebenrechnungen, Konstruktionen, Hilfs-
linien) muB deutlich erkennbar sein, Die Gedankengiinge
und Schliisse sind in logisch und grammatisch einwand-
freien S#tzen darzulegen.

11/12/111/1) Beweisen Sie den folgenden Satz:
Sind ® , A , ¥ die GroBen der Innenwinkel eines
beliebigen Dreiecks, so gilt:

s:LnZX’ 2 gin 24 ¢ gin 2} ‘

11/12/111/2) In einer Ebene €
liege ein Kreis k
mit dem Mittel-
punkt M und dem
Radius r.
Als Spiegelung am
Kreis k seil dieje-
nige Vorschrift be-
zeichnet, durch die
Jedem Punkt P # M
in £ der folgender-
maBen definierte Punkt
P' in £ zugeordnet wird: Abb, A 11/12;2
(1) P' liegt auf dem von M ausgehenden und durch

P verlaufenden Strahl.

(2) P . MP' = 2.

Gegeben sei ferner ein im Innern von k gelegener
Kurvenzug P1P2 P3P4P1 der folgenden Gestalt:

Py, P2 seien auf einem und demselben Strahl gele-
gen; P3, P4 auf einem und demselben anderen von M
ausgehenden Strahl.

Es gelte I, = W4< P, = P

%
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11/12/111/3)

Der Winkel <(P,MP; sei kleiner als 180°.
Der Kurvenzug bestehe aus den Strecken P1P2 P3P4
und P4P1 sowie aus dem im Innern des Winkels

Lo
<i PoM P3 gelegenen Bogen P2P3 des Kreises um M
durch P2.

Spiegeln Sie diesen Kurvenzug P P2P3 4P1 an k

(Beschreibung und Begriindung einer Konstruktion un-
ter ausschlieBlicher Verwendung von Zirkel und
Lineal)!

Es sei f die fiir alle reellen Zahlen x durch

2
£(x) = ;=% definierte Funktion.
X+ 4
Es ist zu entscheiden, ob unter allen Funktionswer-
ten f(x) ein groBter und ein kleinster Wert vorkom-
men. Diese Werte sind gegebenenfalls zu ermitteln.
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X. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3, Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklassen 11/12 - 2, Tag-

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen. Dies bedeutet ins-
besondere, da8 die in einer Losung unbewiesen verwende-
ten Sachverhalte anzugeben sind. Der Ldsungsweg (ein=-
schlieBlich Nebenrechnungen, Konstruktionen, Hilfs-
linien) muB deutlich erkemnnbar sein. Die Gedankenginge
und Schliisse sind in logisch und grammatisch einwand-
freien Séitzen darzulegen.

11/12/111/4)

11/12/111/5)
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Es sind alle ganz-rationalen Funktionen y = £(x)
anzugeben, die fiir alle reellen x die Gleichungen
£(t°x) = t * £(x) erfiillen.

Debei sei t eine beliebig gegebene und dam fest
gehalten zu denkende reelle Zahl.

Es seien zwei nicht in derselben Ebene liegende (al-
so zwei windschiefe) Geraden g und g, gegeben.
Gesucht ist der geometrische Ort aller Punkte P, zu
denen es Punkte P, auf g und P, auf &5 mit der
Eigenschaft gibt, daB P die Strecke P1P2 in ein und
demselben Verhdltnis von innen teilt.

Anmerkung: Eine Gerade g ist zu einer Ebene £ genau
dann parallel, wenn es in € eine Gerade gibt, die zu
g parallel ist.
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11/12/111/6) Es sei W, die Menge aller Punkte, deren Koordina-

ten X, y in einem ebenen rechtwinkligen kartesischen
Koordinatensystem die folgenden Ungleichungen erfiil-
len:

(1) 720
(2) y-2x%1 (x,y reell)
(3) y+2x%1

Ist ferner n eine positive ganze Zahl, so sei £n
die Menge aller Punkte, fiir deren Koordinaten die
folgenden Ungleichungen gelten:

2" - 2% - 1
(4) 7;—2<.Y< G

(8) ~mglm<x< i

a) Stellen Sie WL, ,%1, %o £-3, 4, graphisch dar!

b) Es ist zu beweisen, daB es einen Punkt PQ'WL‘
gibt, der in keiner der Punktmengen & enthal-
ten ist.

c) Es sei Wl, die Punktmenge, fiir die (1), (2),
(3) und (6) y €1 - s gilt.

Es ist zu beweisen, da8 es ein ng gibt mit der
Eigenschaft, daB jedes Element von ’m2 auch Element
der Vereinigungsmenge 4'61\4&2\/ coouB, ist.

1

Ermitteln Sie die kleinste Zahl ny, die diese Bedin-
gung erfillt!



L 11/12;1 X. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Lésungen und Punktbewertung

Olympiadeklassen 11/12 - 1, Tag -
Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Losungen fiir die
1. Stufe gelten auch fiir die 3., Stufe.
11/12/111/1) L¥sung: 5 Punkte
Es gilt:

sin 26+ gin Zﬁ = % cos(2«x -2/4)-008(24+218) 5
sowie wegen oL+ﬂ +Y =
sin 2« sin 2/3 = % cos(2d.-2/;)-cos(21r-2x)]

= %Icos(2°¢-2/3)- cos 2&‘ ’

also wegen cos (2ot - 2ﬁ) £

sin 2 oe gin 2/J $ 3(1- cos 2y) = sinzx,

WeZeboW,

11/12/111/2) LSsung: 6 Punkte
(I) Die Konstruktion von P.; kann so er-
folgen: Man errichtet in P1 auf MP1
die Senkrechte. Einer ihrer Schnitt-
punkte mit k sei T. Nun errichtet
man in T auf MT die Senkrechte. Ihr
Schnittpunkt mit dem Strahl MP1
sel Py'.

Beweis: PFiir den so konstruierten Punkt
P,' gilt nach dem Satz des Euklid:

¥, « IP" = e = r2, wie es ver-
langt war.

.II) Analog konstruiert man Py, P3' und

P4'. Dabei wird MP;' = WP,' > ¥F,' = WP,

ferner enthalten die Strahlen MP2 bzw.

MP3 die Strecken P.iPé bzw. PéPi 5
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und diese Strecken sind die Bilder
der Strecken P1P2 bzw. P3P4 .

Beweis, z.B. fiir PiPé :

Durchliuft P alle Punkte zwischen P1 und
Py, d.h. MP alle Werte zwischen MF; und

MFE , so durchléuft MPT nach (2) alle

Werte zwischen M?? und EFZ .

1

Abb, 11/12;2

(III) Aus (2) folgt weiter: Der im Inne;g des

(Iv)

Winkels <tfP2MP3 gelegene Bogen P,P des

Kreises um M durch Pé ist das Bild des Bogens
~

P2P3 des gegebenen Kurvenzuges.

Der Schnittpunkt von P1P4 mit der Winkel-
halbierenden von <K P, MP; sei S. Wie in
(I) werde das Bild S' von S konstruiert:
Einer der Schnittpunkte der die Strecke
P1P4 enthaltenden Geraden mit k sei H,
Man errichtet in H auf MH die Senkrechte.
Ihr Schnittpunkt mit dem von M ausgehen-
den Strahl MS ist dann S'.
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Aus dieser Konstruktion folgt, da8 H
auf dem iiber MS' als Durchmesser kon-
struierten Kreis k liegt.

Ist nun X irgendein Punkt der Sehne
durch H und S, dann ist der Schnitt-
punkt des von M ausgehenden Strahles MX
mit k1 der Spiegelpunkt X' von X.

Beweis: Es gilt <K MHX ¥ <IMS'H (da beide
< HMS zu 90° er-
génzen)
<X MS'H ©<MX'H (als Periphe-
riewinkel iiber
”~
dem Bogen MH )

Also ist AMHX ~ AMX'H und damit
BX : M = ¥H : MX', woraus wegen NH =
die Behauy,.ung folgt.

(V) Aus (IV) ergibt sich: (P1' und P4' liege~
auf k, und) der im Innern des Winkels
-§ZP2M?3 gelegene Bogen P'Pi von kg ist
das Bild der Strecke P P4.

Bemerkung:
Die Beweise dafiir, daB die angegebenen Teil-

kurven P'Pé usw, die Bilder dAer Teilkurven
P1P2 usw. sind, kdnnen aucn mit Hilfe der ana-

lytischen Geometrie gefiihrt werden.
Besonders vorteilhaft ist dies zur Ermittlung

des Bildes von P1P4:

Man widhle etwa M als Koordinatenursprung, als
positive x-Achse die Winkelhalbiereande von
<K P,MP; und die positive y-Achse so, daB Py
im I. Quadranten liegt.

Die Koordinaten von Py, den Spiegelpunkten Pi

(i =1,2,3,4), allgemein von irgendeinem Punkt
P # M und seinem Spiegelpunkt P' seien X, y;
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bzw. x;', ¥y (1 = 1,2,3,4) bzw. x,¥

bzw. x',y' genannt.

2 2
SR R i .
Dann gilt x—;z—:—y-'—é— y T ;,XE_:—F:

denn es ist auch P' # M also x' 24 y'2 £ 0,

und ist (zu gegebenen x', y') P derjenige
Punkt, fiir den die genammten Gleichungen
gelten, so liegen P, P' wegen

2

> U I T ) (= -—2—+?2-)>0 auf

einem und demselben Strahl durch M, und es
gilt auch

F - ¥ =1/x2 + g . V&'z -

x'S+y! )

Die Gerade durch P1 und P4 hat nun die

Gleichung
x=X1,
und daher hat ihr Spiegelbild die Gleichung
x! r2
P AR Tt )
X eyl

Diese Gleichung ist &quivalent damit, daB
x'2 4 y 2 # 0 und

2
x? - §T x' + y'2 = 0,
d.h.

(xl_% — l2

gelten., Daher ist das Spiegelbild der Kreis
iiber dem Durchmesser (0,0)
2
T

( X 0) mit Ausnahme des Punktes (0,0).
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11/12/111/3) Losung: 8 Punkte
(1) Es gilt: £(0) = 7 und fiir alle x

g g x6 +424

A

wegen 1 - x

£(x) § , d.h., die Funk-

tion f nimmt %
als ihren grdéB8ten
Wert an.
(II) BEs gilt weiter:
£(x) 2 0 fiir alle x mit x> S 1
£(x) < 0 fur alle x mit x°> 1,
d.h. der kleinste Wert wird, falls er
iiberhaupt existiert, fiir ein x mit x°> 1
angenommen.,
Fir je ein x mit x> 1 setzen wir
%x° = 1 = t; dann wird t >0 und
2% 4 4 = (641)% + 4 = 67 + 362 + 3% 455
also

thx) = il
t7+35° 43645

A - %
£(62=26+1) +55° +25+5

-t
(545) (£°-26+1)+128

. -1
(1+ ) (5-1)2 + 12

Wegen 1 + £>0 und (4-1)% 2 0 fur
alle t> 0 folgt hieraus f(x) 2. T%

fiir alle x mit x> > 1 (und daher nach
dem oben Bemerkten fiir alle x), und
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das Gleichheitszeichen gilt genau

fir t = 1, d.h. fUr alle x mit x° = 2,
Somit nimmt f als kleinsten Wert - T% an.

Bemerkung:
Viele Schiiler werden die Ldosung mit Hil-

fe von Differentialrechnung versuchen.

2x(2x6 - 3x4 -4)

Man erhdlt f'(x) =
(- YT

6

o 2(-10x12+21x10+100x -60x%-16)

f"
N (x° + 4)3

und f'(x) = O genau fiir x; = 0 (1) oder

4
2% 2%- o B B

Als eine Losung der kubischen Gleichung (2)

fiir die Variable x2 kann man z.B. durch

Probieren x° = 2 finden, und dann fihrt
die Division durch x° - 2 auf die Glei-
chung

i Yt ~2a (x2-2) (x* + & %2 +1) = 0.

; 2
Tegen x4+%x2 + 1 = (x2+ %) + ;%‘> 0
fir alle reellen x hat die Gleichung (2)
also genau die reellen Losungen

X =V_2‘ und X3=-V—‘.

f'(x) hat also genau die Nullstellen

xq = 0, X5 ='\/2 y X3 =-'V2 , und nur an

diesen Stellen kOonnen - wenn iiberhaupt -
Extremwerte vorliegen.

Die Vorzeichenbestimmung von f"(xi)

(i = 1,2,3) wiirde zundchst nur die Aussa-
gen iiber das lokale Verhalten von f(x)

an diesen Stellen ergeben. (Bei x, lokales
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Maximum, bei X, und X5 lokale Minima).
Die gesuchten globalen Aussagen kann
man z.B. folgendermaBen erhalten:

1. Zuriickfiihrung auf ein endliches abge-
schlossenes Intervall:
Es ist £(x;) = , £(xy) = £(xs5) = - T%
Wegen 1lim £(x) = lim f(x) = 0
X —» =00 X —» 4+

gibt es eine Zahl z> |/2 , so daB
(%) - g <2(x)< 7} fiir alle x S - z
und fiir alle x 2 z gilt.

Durchlduft x nun das Intervall [-z, z],
so gibt es wegen der Stetigkeit unter
den dann auftretenden Funktionswerten
f(x) einen groBten und einen kleinsten,
und diese kénnen nur an den Stellen

Xqy Xpy x3, Z2, =2z angenommen werden.
Ein Vergleich der Funktionswerte an die-
sen Stellen zeigt, daB % bzw, - T% der

groBte bzw. kléinste Funktionswert von
f(x) im Intervall [-z, z] sind, und aus
(%) folgt, daB sie es auch -im Intervall
(=0 y + 0 ) sind.

2. Die globale Aussage iiber die Minima kann
auch durch Monotonieuntersuchung gewon-
nen werden:

In Intervall ( (- c s =78 ) <0
(—ﬁ,O) ist f! >0
ko i o e g

(ﬂo"’m) >0
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also f(x) im Intervall

3

(ot o f"] streng monoton (fallend
[-vy2, o] steigend
0% y7 fallend
[ VF, ‘w60 ) steigend/ .

Daher ist f£(x) > f£(- y2') fiir alle
-y2 aus (- @, 0]

und £(x) > £(f2°) fir alle x # V2 aus

[0, +00) .

Somit ist £( 2 ) = £( - y2') der kleinste
Funktionswert.

Wegen lim f£(x) = lim f(x) = 0 gilt auf-
X=—p = Q0 X-» + 00

grund der Monotonie in (-, -}/_27]
in [f2 @) £2(x) <O
und in [-}/_2_,}/7] : P(x) S £(x4) =%



L 11/12/11 X. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
' Lisungen und Punktbewertung
Olympiadeklassen 11/12 - 2, Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Lisungen fiir die
1. BStufe gelten auch fiir die 3. Stufe.

11/12/111/4) Lisungs - 6 Punkte
(1) Bs sei t = 0. Dann ist die gegebené
Gleichung mit £(0) = 0 gleichbedeu-
tend, d.h. sie wird genau von allen
denjenigen ganz-rationalen Funktionen

2(x) =ax" +a,_ 2™ T4 bax 4 a,

erfiillt, in denen a, = 0 ist.

(2) Es sei t = 1, Dann ist die gegebene
Gleichung mit f£(x) = £(x) gleichbedeu-
tend. Diese Gleichung wird von allen
Funktionen erfiillt.

(3) Es sei t = -1, Dann ist die gegebene
Gleichung mit £(-x) = -f(x) gleichbe-
deutend, Diese Gleichung wird von allen
ungeraden Funktionen erfiillt, d.h. im
Falle der ganz4rationalen Funktionen
genau von allen ungeraden ganz-ratio-
nalen Funktionen.

(4) Bs sei t eine von 0; 1 und ~1 verschie-
dene reelle Zahl. Dann kann man fiir
ganz-rationale Funktionen die gegebene
Gleichung in folgender Form schreiben

anotn-xn + anp1otn'1-xn'1+...+ ao'to-x°

n-1

= an't'xn + an_1ot-x + eoot ao't-xo.

Diese Gleichung ist genau dann fiir alle
reellen x erfiillt, wenn qie Koeffizien-
ten paarweise iibereinstimmen, d.h. wenn

30 04 49-1
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4\
o
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L o t2°=a *t gilt.

Da unter den gegebenen Voraussetzungen
aus aoto = aot stets a; = 0 folgt und
weiter von den Gleichungen

t =45 (k =1, eooy n) nur die fir k = 1
erfiillt ist, sind die Gleichungen (5) nur
erfiillt, wenn alle &, auBler a4 gleich O
sind; a4 kann eine beliebige reelle Zahl
sein.

Daher sind unter den Voraussetzungen des
Falles (4) alle linearen Funktionen der
Form y = a4X und nur diese ganz-rationalen
Funktionen Lésungen der Aufgabe.
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11/12/111/5) Losung: 7 Punkte

C A| Bi gl
4

G

Abb.L11/12;5

(I) Auf 81 bzw. g, seien je zwei Punkte
Ay # By bzw. Ay £ B, beliebig gewihlt,

Die Punkte, die die Strecken A1A2, B1B2

bzw. ByA, im erwdhnten Verh#ltnis von in-
nen teilen, seien AO, Bo bzw. Q genannt,
woraus Q # A, und Q # B, folgt.

Nach der Umkehrung eines der Strahlen-
sétze folgt aus der Gleichheit der Teil-
verhidltnisse

AeQ [l & una  qB, | g5 i
Aus g, ff g, folgt jetat 4,0 ff B, una
damit A) £ B .

Daher liegt Q nicht auf der Geraden
durch 4, und Bo; denn anderenfalls wire
g1,, &5 im Widerspruch zur Aufgabenstel-
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I\mg. g
Also bestimmen A, B, und Q eine Ebene £ ,
die zu g4 und g, parallel liegt.

(II)Seien C4 auf g; und C, auf g3 beliebig
liegende Punkte. Der innere Teilpunkt
von C4Co mit dem erwdhnten Teilverhdlt-
nis sei Co, der von A102 sei Mo.‘Analog
zu (I) folgt M A, || &2 und Col, | &-
Daher und aus (I) folgt

M A, | Bpa sowie CJM, H Qg
Also gehtrt mit Ao auch Mo und mit Mo
auch C, zu e
Daraus folgt: Alle Punkte, die die Ver-
bindungsstrecke eines Punktes auf g4

mit einem Punkt auf g, in ein und demsel-

ben Verh#ltnis von innen teilen, gehdren
Zueo

(I1I) C, sei beliebiger Punkt auf € .
Die Parallele h; durch C, zu 84 und die
Parallele h, durch A, zu gp sind in € ge-
legen und einander nicht parallel. Sie
schneiden sich daher in genau einem
Punkt, der M, genamnt sei. Die durch Ay,
Ay und g, bestimmte Ebene enthidlt A2 und
damit A, also h, und folglich M,. Damit
schneiden sich die Geraden durch A1 und Mo
und die Gerade gy in genau einem Punkt, der
C, genamnnt sei. Ebenso (mit C,, A4y M, Cor
gq» hq statt Ay, Ay, Agy Mys 8os h2) folgt
daB sich die Gerade durch C, und C° und die
Gerade gq in genau einem Punkt schneiden, der
Cq genannt sei. Dann folgt der Reihe nach,
da8 auch A102 durch Mo und 0102 durch C°
von innen im erwdhnten Verhidltnis geteilt
werden.
Damit gehdrt jeder Punkt von € zum geometri-
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schen Ort.
Also ist der gesuchte geometrische Ort
die zu gq und g, parallele Ebene € .

11/12/111/6) Losungs

a) Die Menge 'W(,1 besteht aus allen Punkten 2 Punkte
der schraffiert gezeichneten Dreiecks-
fliche, einschlieBlich der Randpunkte.
Die Mengen %, s B9 83, $, Dbestehen je-
weils aus allen im Innern der gezeichne-
ten Rechtecke gelegenen Punkten (also
ohne die jeweiligen Randpunkte ),

A

y

+1

N

role

S
L
x

y=2x+1 Yo -2\t

Abb. L 11/12;6
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b) Wegen (1), (2), (3) gilt 2 Punkte

Die Abstidnde der oberen Seiten der

die$  enthaltenden Rechtecke von
der x-Achse sind:

1
a  im = ] - —
n 211 211

Fir alle n= 1, 2, ... gilt an<1,
also P1¢-£n (= 15258 aisie)

Der Punkt (0;1) gehdrt zu m1, da er
die Ungleichungen (1), (2), (3) er-
fiillt, wie man aus 1 2 0, 1 = 2-0 £ 1,
1 '+ 2.0 £ 1, ersieht.

Andererseits ist dieser Punkt fiir
kein n = 1,2, ... in $  enthalten,

da fiir jedes n = 1,2,,.,, die Beziehung

.25 it ;-—n gilt, also die rechte Un-

gleichung aus (4) von diesem Punkt
nicht erfiillt wird.

¢) 1. Wir zeigen: Ist eine positive 4 Puhkte
ganze Zahl n, s 9, so hat sie
nicht die Eigenschaft, daB jedes
Element von 'W,z auch Element von
£’1U see \J %’no ist.

Beweis:

Zu W, gehdrt auch der Punkt

(03 99 ), da er die Ungleichungen
(1, (2), (3), (6) erfiillt, wie man
aus 1 - 1o 20, 1 - 7855 - 2°0 S 1,

1 - 7005 * 2°0 13 1 - 1555 % 1- 7500
ersieht,
Andererseits ist dieser Punkt fiir

kein n = 1, eoey n, in 'f’n enthalten,
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P /, S da fiir jedes n = 1,..., n,, die Bezie-

hung 1 = 155 > 1 - ;—n- gilt, also die
rechte Ungleichung aus (4) von diesem
Punkt nicht erfiillt wird.

2, Wir zeigen: Ist eine ganze Zahl n4 4 10,
so hat sie die Eigenschaft, daB8 jedes
Element von W, auch Element von
éfr Voo VU % ist.

1 n,

Beweis:

Sei (x,y) irgend ein Punkt aus 'm-z. Dann
erfiillt er die Ungleichungen (1), (2), (3),
(6). Aus (1), (6) folgt

' = Yy s , also erst recat

1 <
LS5 AR 21,
= 1 -y

Wegen 1 >%T> %z>...>-2-371- gibt es

somit unter den Zahlen n = 1, .., n,
eine, fiir die -;—5<1 iy & 2—,‘1_7 gilt.

Fiir diese gilt dann erst recht

;%<1-y<22n—,also

1= %<y< 1 = g-ﬁ , ferner wegen (2),(3)
auch y - 1 $2x$1 -y, also

3 3
- 2m,|-<x< z—nﬂ- » und somit insgesamt

(x,3) € ‘%n' womit die Behauptung
(%,5)€ Hq v eoev £n1 gezeigt ist.

3. Aus 2, folgt die zu beweisende Existenz
einer Zahl n, mit der genannten Eigen-
schaft; aus 1, und 2. folgt, daB die ge-
suchte kleinste Zahl n, mit der genamnten
Eigenschaft die Zahl nq = 10 ist.

insgesamt 8 Punkte
T



