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Achtung!

X. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3, Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 10 - 1. Tag -

Alle Aussagen sind stets zu beweisen., Dies bedeutet
insbesondere, daB die in einer LOsung unbewiesen ver-
wendeten Sachverhalte anzugeben sind. Der Losungsweg
(einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruktionen, Hilfs-
linien) muB deutlich erkennbar sein. Die Gedankengénge
und Schliisse sind in logisch und grammatisch einwand-
freien S&dtzen darzulegen.

10/II1/1) a) Beweisen Sie den folgenden Satz:

10/111/2)

10/111/3)

30 04 49~

Addiert man zu einer ganzen Zahl k das Quadrat der
Hilfte ihres unmittelbaren Vorgédngers, so entsteht
das Quadratv einer rationalen Zahl.

b) Nutzen Sie eine bei diesem Beweis erhaltene Glei-
chung, um vier voneinander verschiedene pytha-
goreische Zahlentripel zu finden!

(Ein pythagoreisches Zah’entripel (x,y,z) ist ein
geordnetes Tripel dreier von Null verschiedener na-
tirlicher Zahlen x, y, z mit der Eigenschaft

x2 + y2 = 22. Zwei derartige Tripel heiBlen genau
dann voneinander verschieden, wenn nicht eines von
ihnen aus dem anderen dadurch erhalter werden kann,
daB man x, y und z mit einer natirlichen Zahl * 1
multipliziert oder daB man x mit y vertauscht oder
daB man beides durchfiihrt.)

Es sei AABC ein gleichschenkliges Dreieck mit AC = BC.
Konstruieren Sie die Parallele zu AB, die die Dreiecks-
fliache in zwei fldcheninhaltsgleiche Teile zerlegt,
Beschreiben, begriinden und diskutieren Sie Ihre Kon-
struktion!

Geben Sie fiir jede reelle Zahl a alle diejenigen
linearen Funktionen f(x) an, die die Eigenschaft ha-
ben, daB fiir jedes reelle x

£f(x) = £(x+1) - a gilt!
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X. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 10 - 2, Tag -

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen. Dies bedeutet

\ 10/111/4)

10/111/5)

insbesondere, daB die in einer Ldsung unbewiesen ver-
wendeten Sachverhalte anzugeben sind. Der Losungsweg
(einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruktionen, Hilfs-
linien) muB deutlich erkennbar sein. Die Gedankenginge
und Schliisse sind in logisch und grammatisch einwand-
freien Sidtzen darzulegen.

Unter n! (gelesen n Fakultit) versteht man das Pro-
dukt aller natiirlichen Zahlen von 1 bis n.

Beweisen Sie, daB fiir alle natiirlichen Zahlen n ? 2
und alle positiven reellen Zahlen x # 1

1 1 7] i 73 1
Tog,x * Togzx i Tog,x il A Togx - Tog,
gilt!

Wéhrend eines Schachturniers, bei dem jeder gegen je~-
den genau einmal spielte, wurden genau 15 Partien ge-
spielt. Genau 5 Spiele endeten unentschieden (remis).
Wie iiblich gab es fiir jeden Sieg einen, fiir jedes Remis
einen halben Punkt, fiir jede Niederlage O Punkte. Nach
AbschluB des Turniers hatten keine zwei Spieler die
gleiche Gesamtpunktzahl erzielt.

Der zweitbeste Spieler erreichte genau zwei Punkte
mehr als der letzte.

Uber einige Teilnehmer A, B, C, ... ist ferner folgen-
des bekannt:

A, der sich besser als D placierte, erreichte wie die-
ser kein Remis.

C, der Dritter wurde, schlug den Vierten,

Zeigen Sie, daB diese Angaben hinreichend sind, um déen
Ausgang des Spieles B gegen C zu ermitteln!

30 04 49-1
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10/1I1I/6) Im Innern eines Wiirfels mit der Kantenlinge 1 seien
28 verschiedene Punkte beliebig angeordnet. Es ist zu
beweisen, daB es dann wenigstens ein aus zwei ver-
schiedenen dieser 28 Punkte bestehendes Punktepaar
gibt, so daB der Abstand dieser zwei Punkte voneinan-
der nicht groBer als %ﬁ ist,.
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X. Olympiade Junger Mathematiker der DDR

3. Stufe (Bezirksolympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 10 - 1, Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Ldsungen fiir die
1, Stufe gelten auch fiir die 3, Stufe.

10/II1/1) Lésung:

30 04 49-1

a) Pir jede Zahl k gilt: 2 Punkte

21,2 2 _
(1)k+(-1£21) =4-k+k1 2k 010

2

Sk e (351)2‘

Ist k ganz, so erhdlt man das

Quadrat der rationalen Zahl E%l ’

womit der Satz bewiesen ist.

b) Die erhaltene Gleichung (1) filart auf 4 Punkbe

ein pythagoreisches Zahlentripel, wenn
k eine Quadratzahl ist und

Egl sowie Eil natiirlicne Zahlen sind.

Letzteres ist fiir alle ungeraden
Quadratzahlen k > 1 der Fall,

‘Man erhilt so z.B, die folgenden

pythagoreischen Zahlentripel (x,y,z):

k=1 k+1| Tatsdch-
k X=Jk|ly==-1|2 =
YF“ 2 LB SR
9 3 4 5 9+ 16= 25
25 5 2 13 25 + 144 = 169
49 7 24 25 49 + 576 = 625
81 9 40 41 81 +1600 = 1681

Fir jedes dieser vier Tripel gilt: In

Je dreien dieser ¥ier Tripel kommt min-
destens eine Zahl vor, die durch keine
Zahl des vierten Tripels teilbar ist.
Daher sind die vier Tripel (in dem ange-~
gebenen Sinne) voneinander verschieden.

insgesamt 6 Punkte
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10/111/2) Losung:

(1)

Angenommen, die Fliche des Dreiecks

/\ABC sei durch eine Parallele zur

Basis AB in zwei inhaltsgleiche Teile
zerlegt und es seien D, E die Schnitt-
punkte dieser Parallelen mit den Sei-
ten AC bzw. BC, Ferner sei F der Full-
punkt der auf der Geraden durch A und
B senkrecht stehenden Hohe des Drei-

ecks /A ABC und G der Schnittpunkt die-
ser Hohe mit den genannten Parallelen.

Dann gilt nach dem’ Hauptdhnlichkeits-
satz
A asc~ AbEc, 4

Da sich die Fldcheninhalte &hnlicher
Dreiecke wie die Quadrate einander ent-
sprechender Seiten bzw. HGhen verhalten,
gilt:
W2:002=1, 2, woraus man

. 8 =
CG = —5—]2 erhdlt, d.h. CG ist so
lang wie eine (also jede) Kathete in
einem gleichschenklig-rechtwinkligen
Dreieck mit der Hypotenuse CF,

(II) Daraus ergibt sich, daB eine Parallele

zu AB nur dann den Bedingungen der Auf-

gabe entspricht, wenn sie durch folgen-

de Konstruktion erhalten werden kann

(s. Abb., L 10;2):

(1) Man f#11t das Lot CF von C auf AB.

(2) Man schlidgt einen Halbkreis iiber CF.

(3) Man errichtet auf CF die Mittel-
senkrechte, Ihr Schnittpunkt mit
dem Halbkreis sei H genannt.

(4) Man schligt den Kreis um C mit CH.
Schneidet er CF in einem Punkte, so

3 Punkte

2 Punkte
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sei dieser G genannt.
(5) Man zieht die Parallele durch
G zu AB

(III) Der Beweis, daB eine so konstruierte 2 Punkte
Parallele den Bedingungen der Aufgabe
entspricht, verlauft folgendermaBen:

Laut Konstruktion ist ACHF recht-
winklig-gleichschenklig, wobei CF
seine Hypotenuse ist, Daher gilt:

TF2 2702, also

aﬁ=-ﬁ%}/'z'

Ferner gilt nach Konstruktion CH = GG.

Sind nun D und E die Schnittpunkte der
konstruierten Parallelen mit AC bzw,
BC, -80 gilt DE || AB und daher einer-
seits CG L DE, andererseits

A aBc ~ A DEC.
Die Flécheninhalte I und I1,diaser
Dreiecke verhalten sich wie die Quadra-
te einander entsprechender Hdhen CF,
CG, dohes

2
I:1y=CF 2.0m2=-70 (§§1ﬁf)
BUN L R

(IV) Im Konstruktionsschritt (2) gibt es 1 Punkt
zwei MOglichkeiten, einen Halbkreis
zu wdhlen, und daher fiihren (2), (3)
auf verschiedene Punkte Hy bzw. H2.
Fir diese ist jedoch CH; = TH,.

Da alle iibrigen Konstruktionsschritte
eindeutig durchfiihrbar sind (z.B., (4)
wegen CH < CF), trifft dies somit

auch fiir die gesamte Konstruktion zu.

insgesamt 8 Punkte
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A

Abb, L 10;2

10/1I1/3) Ldsung:

Angenommen f(x) sei eine lineare Funktion
mit der geforderten Eigenschaft.

Dann 188t sich diese Funktion in der Form
f(x) = mx + n (m, n reelle Zahlen) schrei=-
ben, und es gilt fiir jedes reelle x die
Gleichung

mx +n=m(x+1) +n-a, alsom = a.

Daher konnen nur Funktionen mit einer
Gleichung der Form f£(x) = ax + n (n eine
reelle Zahl) die geforderte Eigenschaft
haben.

Tatsdchlich gilt fiir jede solche Funktion
und fir jedes reelle x:

f(x) =ax +n =a (x+1) + n-a = £(x+1) - a.

6 Punkte



L 10;II X, Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3, Stufe (Bezirksolympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 10 - 2, Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Losungen fiir die
1., Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe.

10/111/4) Losung: 6 Punkte
Eg gilitevnl = 1 .2 ¢ 5 o« 4 .0,,.0 N
= 2 A e i

daher gilt:
log, (2¢3+4¢...°n)

1ogxn!

Daraus folgt

log,2 + log,3 + logy4 +...+ log.n =log.n! b
Nun gilt fiir alle' reellen Zahlen a, b > 0
und a, b # 1 :

(2)

Aus (1) und (2) folgt

LIS (I TR W IR U L A R

1og2x log3x 1og4x logﬁx lognx ’

WeZeboWe

10/11I/5) Losung: 8 Punkte
Wir bezeichnen die Spieler nach ihrer
Placierung mit I, II, III usw,

Aufgrund der gemachten Angaben gelten

folgende Aussagen:

(1) Es wurden genau 15 Partien gespielt.

(2) Genau 5 Partien endeten Remis.

(3) Die Gesamtpunktzahlen waren paar-
weise voneinander verschieden.

(4) II erreichte genau zwei Punkte mehr
als der Letzte.

(5) A schnitt besser ab als D,

30 04 49-1
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(6) A spielte nicht remis

(7) D spielte nicht remis,

(8) € =.TIIT.

(9) ¢ schlug IV,

Bezeichnet man die Anzahl der Teilnehmer
mit n, so gilt

E—LEle = 15, woraus n = 6 folgt.

(10) An dem Turnier nahmen genau 6 Spie-
ler teil.

Bezeichnet man die von VI erreichte

Punktzahl mit z, so hat wegen (4)

der Spieler II genau z + 2 Punkte er-

reicht., Daraus folgt wegen (3) als

einzige Moglichkeit fiur III, IV, V:

Spieler erreichte Gesamtpunktzahl
(1) (v z + 0,5
iv z + 1
IIX z + 1,5

Die Summe der von II, III, IV, V, VI er=-
reichten Gesamtpunktzahlen ist somit

5z + 5.

Bezeichnet man nun die von I erreichte
Punktzahl mit t, so gilt also

52 + 5 +t = 15, woraus t = 5 (2-2)
folgt. Nun ist (2-z) ein ganzzahliges
Vielfaches von 0,5 und daher t ein ganz-
zahliges Vielfaches von 5 ° 0,5. Anderer-
seits gilt nach (3), und da I hdchstens
5 Partien gewonnen haben kann,
2,5 3¢ 85,

Daher kann t nur 2,5 oder 5 sein. PFir

t = 2,5 ergdbe (3), weil I die hbchste
Punktzahl hat,’im Widerspruch zu

t = 10 = 5z fiir z den Wert z = 0.

Daher folgt t =5 und z = 1.
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(12) I gewann also seine simtlichen
Spiele, Damit erhdlt man unter Be-
riicksichtigung von (8), (9), (10),
(11) und (12) folgende Punkttabelle:

I |II |(11T/1Vv |V VI |Ges.Punktzahl
I R R 5
11| 0 . 3
c=I11 0 1 2,5
wlol|, lo §ol 2
v ]o : 1,5
vI| o 3 1

Nun 148t sich die Placierung von D er-

mitteln.

Es gilt

D # IITI wegen (8)

D # V, da die Gesamtpunktzahl von D
wegen (7) eine ganze Zahl sein
nul

D#I wegen (5)

D # II und D # VI aus folgendem Grund:
Wdre D = II oder D = VI, so
wére nach (7) in Zeile und
Spalte II bzw. in Zeile und
Spalte VI iiberall 1 oder O
einzusetzen. Danach verblieben
noch genau 10 freie Felder, in
die wegen (2) ilberall 0,5 ein-
zusetzen wire, und hierbei konnte
die Gesamtpunktzahl 2,5 von C
nicht auftreten

Also ist D = IV. (13)

Die Taebelle enthilt noch 18 freie Fel-
der, In genau 10 von ihnen ist wegen

(2) die Zahl 0,5 einzusetzen. In gemau
8 von ihnen ist demnach 1 oder 0 eingu-
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setzen., Sechs dieser Felder sind wegen
(7) scnon bestimmt und in der Tabelle
durch einen Punkt markiert. Die restli-
chen beiden Zahlen 1 und O miissen bei
II und VI auftreten, da diese wegen
ihrer ganzzahligen Gesamtpunktzahlen
nicht sdmtliche noch offene Partien
remis gespielt haben konnen.

C hat also auBer gegen I und IV sémt-
liche Partien remis gespielt.

Wegen (6) und (13) ist somit A = I
und hiernach B einer der (von C und)
von I und IV verschiedenen Spieler.
Daher folgt als einzige Moglichkeit
fiir den gesuchten Spielausgang:

(14) Das Spiel B gegen C endete unent-
schieden.

10/111/6) Losung: 6 Punkte
Die Losung kann nach dem "Schubfach-
prinzip" erfolgen.
Man denke sich den Wiirfel durch ebene
Schnitte in 27 untereinander kongruente
Teilwiirfel zerlegt. Die Raumdiagonale
jedes dieser Teilwiirfel hat die Lénge

% 3. Da wenigstens einer der Teilwliirfel
zwei verschiedene der 28 Punkte in seinem
Innern oder auf seinem Rand enthilt, kann
der Abstand dieser beiden Punkte mithin
nicht groBer als % 3 sein, weil die

Lénge der Raumdiagonale eines Wiirfels
gleich dem griB8ten Abstand ist, den zwei
Punkte ein und desselben Wiirfels vonein-
ander haben konnen. (Bekanntlich 1&B8t sich
jedem Wiirfel eine Kugel umschreiben, deren
Durchmesser gleich der Raumdiagonalen des

Wiirfels ist.)



