L'95T X. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Ldsungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 9 -1, Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Ldsungen fiir die
1. Stufe gelten auch fiir die 3., Stufe

9/I111/1) Lésungs 6 Punkte

Die erwdhnte Anzahl von Tagen sei x.

Aus (2) folgt:

(5) Es gab keinen Tag, an dem Giinter
vor- und nachmittags Tischdienst hatte.

Aus (3) folgt:

(6) Giinter hatte an genau (x - 13) Tagen
nachmittags Tischdienst.

Aus (4) folgts

(7) Giinter hatte an genau (x - 11) Tagen

: vormittags Tischdienst.

Aus (1), (5), (6) und (7) erh#lt man

X=-13 +x~-11 =6 und daraus
(8) x = 15 als Anzahl der Tage, die Giinter
im Lager verbrachte., Nach (6) bzw. (7)
folgt also weiter als Anzahl der Vormittage
bzw., der Nachmittage, an denem Giinter Tisch-
dienst hatte, 2 bzw, 4.
Nun gilt weiter:
Da tédglich genau vier Schiiler Tischdienst
hatten, waren insgesamt genau 60 Einsitze
notwendig. Da jedes Mitglied der Gruppe
gleich oft eingesetzt wurde, und dsher wie
Glinter genau 6 mal eingesetzt war, bestand
die Gruppe aus genau 10 Schiilern.

9/111/2) Losung: 7 Punkte
Den gesuchten Flédcheninhalt erhdlt man,
indem man vom Flicheninhalt a2 des
Quadrats ABCD die Summe der Flichenin-
halte der acht Dreiecke
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A ixE, ABLE, ABMF, Acnr, LDcos,
A DPe¢, ADQH, AARH subtrahiert.
Nun gilt:
Aasr 2 Ausr = Asce 2/A\sce 2A con 2 Acor

= ADAE 2ADAG; denn diese Dreiecke stimmen

samtlich in zwei Seiten und dem von ihnen
eingeschlossenen rechten Winkel iiberein.,

Daher sind die anfangs genannten acht Drei-
ecke simtlich untereinander kongruent; denn
sie stimmen in den Winkeln und in einander
entsprechenden Seiten iiberein.

Es gilt ferner AAKE~AABF (nach dem Haupt-
ghnlichkeitssatz).

Folglich ist A.AKE rechtw:.n.klig bei K, ent-
sprechend ABFM bei M. Deshalb gilt

KE ” BM., Aus einem der Strahlensitze folgt:

KE : ME=2F : BB =1 : 2, d.h. wegen

IK =B 11X = PKE. Aus dem Satz des
Pythagoras, angewandt auf AAKE, folgt:

R + (2KE)2 = aE?, d.n.
2
5 Ez %— bzw. KBS = S‘U %

Der Flécheninhalt des Dreiecks AAKE

betrigt {
KE « 2RE _==2 _ a
——Z———E =75 °

Mithin ist der gesuchte Flicheninhalt
2 a? 2
2" = 8 o 2—6 = g a .

9/111/3) Losung: 7 Punkte
Angenommen, es gibe eine reelle Zahl x,
die die gegebene Gleichung erfiillt,
Dann ist 2‘—-}'—-3- ganzzahlig, und es gibt

eine reelle Zahl a mit 0 S g <1, so daB
€ J > QUML) o
6 7 74

+a gilt.
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Daraus folgt

70 + 21x = 30x + 18 + 42a, woraus man

x = 225422 erhdlt.
Wegen 0S5 a <1 folgt daraus
<x 5%
und weiter
28 + 3 Ba o Bl o ggg + 3
7 7 i i

bzw. l;_<2x_;@7-__3 s 471; , 2lso kann der Ausdruck

§5;$_2 (da er ganzzahlig ist) nur gleich

einer der Zahlen 2; 3;4 sein,

aus EE3 -2 folg x =1

aus 25—;—2 = 5 Polgt 'x = l% und
aus éiﬂ;—z =40\ Relliat ) ix= 15

A e 11 18 i
Also konnen hochstens x = e B - PERE B 5

Losungen von (1) sein.
Tatsdchlich sind dies LOsungenj denn es gilt:

§ 33 | 5

__.5___-10 +—5 = 2 und ii: P
L d : 4
[ 54 90

10 + + 3
________-51 =11 und :5_..___= 3;
WAL 7

7 7

OB RN R D T
L_—G—— =4 und 7 = 4;
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L 9;II X. Olympiade Junger Mathematiker
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Lésungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 9 - 2, Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den L&ésungen fiir die
1. Stufe gelten auch fir die 3. Stufe.

9/11I/4) Lésung: 6 Punkte
Angenommen, ein Iripel (x,y,z) sei Lisung
(' von (1), (2). Dann ergibt sich, indem man
zeB. X = 2 = y in (2) einsetst,

¥ -2y+22 +1=0, also
) (=12 +22 0.

Wére nun y # 1 oder z # 0, so folgte

(y - 1)2> 0 bzw. z>0, also, da stets

(y - 1)%.250 una z 2 0 ist, in jedem

Falle (y = 1) +22>0 im Wlderspruch

zu (3). Daher folgt aus (3), daB y =

und z = O sein mus.¥ _

Aus (1)folgt dann x = 1., Also kann hdch-

stens des Tripel (1,1,0) Losurg des Glei-

chungssystems (1), (2) sein.

Tatsichlich ist dies Losung; denn fiir
=1, y=1,2=0wirdx+y=1+1=2

undxy-zz=1-0=1.

('\39/111/5) Lgsung: 6 Punkte
e ¥ir das Volumen V der Pyramide mit den
Ecken A, B, C, D gilt:

V = % G*h, wobei G den Inhalt der Grund-

flidche und h die Lénge der zugehtrigen
Hohe bedeutet.

¥ oder: Es gilt (4) z 0 sowie wegen (3) auch
(5) 22 =~(y-1)2 S 0. Aus (4) und (5) folgt
= 0, also z = 0, Hieraus und aus (5)
ergibt sich (y - 1) =0, also y =
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Da 3; 45 5 und 5; 12;13 pythagoreische Zahlen=-
tripel sind, sind nach der Umkehrung des Lehr-
satzes des Pythagoras die Dreiecke A ABC und
A\ BCD rechtwinklig mit den rechten Winkeln
<C BAC bzw. J(CED,

Da laut Aufgabe auch <CAED ein rechter Winkel
ist, steht BD senkrecht auf der Ebené,in der
das Dreieck AABC liegt.

Wahlt man nun die Fléche des Dreiecks JAYS:

als Grundfliche der Pyramide, dann ist BD

die zugehdrige Hohe, und man erhilt

v=-15-%—4-12 ‘om’
V=240m3-

A 8 Abb. L 935 ®

\

9/111/6) Losung:
(I) Angenommen, AABC sei ein Dreieck, das 3 Punkte
den Bedingungen der Aufgabe entspricht
(Abb. L 9;6).

Punkt D sei derjenige auf dem Strahl
CA gelegene Punkt, filr den AD = AB
mit A zwischen C und D gilt, und
Punkt E derjenige auf dem Strahl AC
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gelegene Punkt, fir den
CE = TB mit C zwischen
A und E gilt.

Dann gilt

JE=a+ b+ c.

Ferner sind die Dreiecke
A ADB und ACBE gleich-
schenklig, Daher und un-
ter Beriicksichtigung des
AuBenwinkelsatzes folgt,
da8 < CEB die GriBe

§ und J{ADB die Grése %
hat.

Mithin enthdlt das Drei-
eck ZSEDB als bekannte

Stiicke die Seite D
a+b+c und Winkel der GroBe ¥ und § .

Ferner gilt auch <EDBA = %‘ und XEBC = g L4

Abb. L 9;6

(II) Daraus ergibt sich, daB ein Dreieck nur 2 Punkte

I

dann den Bedingungen der Aufgabe ent-
spricht, wenn es durch folgende Kon-
struktion erhalten werden kann:

(1) Man konstruiert ein Dreieck AEDB
! aus DE = a + b + ¢, <BDE = f"

ﬁﬁ=§, ’

(2) Man trigt in B an den Strahl BD

einen Winkel der GrifBe % auf der-
Jenigen Seite der Geraden durch B

und D an, auf der E liegt. Schnei-
det sein freier Schenkel die Strecke
DE, so sei der Schnittpunkt A genannt.

¥ TEET bezeichnet die GriBe des Winkels <  ABC.
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(3) Man trégt in B an den Strahl
BE einen Winkel der GrdBe

g auf derjenigen Seite der Ge-
raden durch B und E an, auf der
D liegte. Schneidet sein freier

' Schenkel die Strecke DE und
liegt der Schnittpunkt zwischen
A und E, so sei er C genannt.

(III) Der Beweis, daB ein so entstandenes

(1)

Dreieck A ABC den Bedingungen der
Aufgabe entspricht, ergibt sich
folgendermaBen:

Laut Konstruktion gilt:
ED=a+b+c’

Die Dreiecke AADB und ACBE sind
gleichschenklig mit XD = KB  bzw.
CE = TB.

Inre Basiswinkel haben die GroSe %

bzw. -§ « Dann haben die Winkel

<KCAB bzw. << BCA als AuBSenwinkeli
in den Dreiecken A ADB bzw. ACBE
die GroBen ot bzw. X - SchlieBlich
hat auch (da A zwischen D und E so-
wie C zwischen A und E liegt)

BC + AT + AB die verlangte GriBe
(EC+TE+AD =DE =) =a+Db+c.

Da in jedem Dreieck mit zwei Innen-
winkeln «, ¥ die Beziehung .

« +¥ <180° gilt, kann die Konstruk-
tion nur méglich sein, wenn diese Be-

ziehung erfiillt ist.
Ist dies der Fall, so gilt:

Konstruktionsschritt (1) ist eindeutig
(bis auf Kongruenz) durchfiihrbar, da

erst recht %-‘ + § ( €90°) < 180°

2 Punkte

1 Punkt
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gilt. Dabei ergibt sich
DBE = 180° - § (& +Y)>180°-90° =90°,
also erst recht ?FFE)?, so daB die

Konstruktion von A (Konstruktions-
schritt (2) ) ebenfalls eindeutig mdg-
lich iste SchlieBlich folgt
XERK = TDBE - £>90° - ¥> 5, w0
daB auch C (zwischen A und E) eindeutiy
bestimmt ist (Konstruktionsschritt (3) ).

Daher ist fiir & + § < 180° die gesamte
Konstruktion (bis auf Kongruenz)
eindeutig durchfiihrbar.

insgesamt 8 Punkte



